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1. INTRODUCCION

Asistimos en la actualidad a un incremento de los contenidos de estadistica que se
recomiendan en la escuela primaria, hecho que se hace patente en los Decretos de
Ensefianzas Minimas de la Educacion Primaria (MEC, 2006a). En dichos Decretos se
dispone que la Educacion Primaria tiene caracter obligatorio y gratuito y comprende
seis cursos organizados en tres ciclos de dos cursos cada uno, debiéndose incorporar los
alumnos al primer curso el afio natural en el que cumplan seis afios. Una de las areas de
conocimiento obligatorias que se impartiran en los tres ciclos es la de Matematicas, y se
observa que desde primer ciclo se incluye dentro de dicha &rea un nuevo Bloque
(Bloque 4) llamado Tratamiento de la informacién, azar y probabilidad, indicAndose en
este que:

“Los contenidos adquieren su pleno significado cuando se presentan en conexion
con actividades que implican a otras areas de conocimiento. Igualmente el trabajo
ha de incidir de forma significativa en la comprension de las informaciones de los
medios de comunicacion, para suscitar el interés por los temas y ayudar a valorar
el beneficio que los conocimientos estadisticos proporcionan ante la toma de
decisiones, normalmente sobre cuestiones que estudian otras areas. Tienen
especial importancia en el bloque los contenidos actitudinales, que favorecen la
presentacion de los datos de forma ordenada y gréafica, y permiten descubrir que
las matematicas facilitan la resolucion de problemas de la vida diaria. A su vez,
los contenidos de este bloque deben iniciar en el uso critico de la informacion

recibida por diferentes medios” (pg. 43096).

Observamos que, ademés de los contenidos tradicionales, y de iniciar antes la
ensefianza de los temas estadisticos, hay también un cambio en el enfoque,
recomendandose el desarrollo del razonamiento estadistico de los nifios y la
presentacion de la estadistica como un instrumento para resolver problemas y no sélo

como un conjunto de técnicas.

Uno de los objetivos concretos es utilizar las técnicas elementales de recogida de
datos para obtener informacion sobre fenémenos y situaciones del entorno; representarla
de forma gréfica y numérica y formarse un juicio sobre la misma. En relacion con los

graficos, el trabajo con estos se incluye dentro de los contenidos del Bloque



Tratamiento de la informacién, azar y probabilidad en todos los ciclos de la Educacion
primaria. En el primer ciclo se comienza con interpretaciones de determinados
elementos de un gréafico sencillo relacionado con fendmenos cercanos a los nifios y
progresivamente se pasa a los contenidos del tercer ciclo en los que se estudiaran
distintos tipos de gréaficos estadisticos y se debera conseguir que los nifios aprecien la
importancia que tiene el poder valorar criticamente informaciones que son presentadas a
través de gréficos. Ademas se manifiesta que la destreza en la utilizacion de
representaciones graficas para interpretar la informacion aporta una herramienta muy
valiosa para conocer y analizar mejor la realidad. Como criterio de evaluacion para el

primer ciclo se indica:

“Realizar interpretaciones elementales de los datos presentados en graficas de
barras. Formular y resolver sencillos problemas en los que intervenga la lectura de
graficos. Con este criterio se trata de valorar la capacidad de interpretar graficos
sencillos de situaciones familiares y verificar la habilidad para reconocer

graficamente informaciones cuantificables” (pg. 43098)

Para que estas propuestas puedan llevarse a cabo, serd necesario preparar a los
futuros maestros tanto en lo que respecta al conocimiento estadistico, como en el
conocimiento pedagdgico relacionado con su ensefianza. Esta es una preocupacion
asumida por organismos internacionales como la 1ASE (International Association for
Statistical Education) e ICMI (International Commission on Mathematical Instruction)
que han lanzado un estudio internacional enfocado sobre la problemética de formacion
del profesorado en estadistica, puesto que el problema no es exclusivo de Espafia
(http://www.ugr.es/~icmi/iase_study/).

Estos son algunos de los motivos que nos han llevado a interesarnos en la
competencia grafica estadistica de los futuros maestros de Educacién Primaria, asi, en
este trabajo presentamos una investigacion inicial relacionada con este tema, en
concreto se analizan las gréficas estadisticas construidas por una muestra de futuros
profesores en el desarrollo de un proyecto abierto de analisis de datos. Comenzamos
contextualizando el problema, mediante la descripcién de sus objetivos, el contexto

educativo y la justificacion del uso de proyectos en la ensefianza de la estadistica.



A continuacién presentamos un estado de la cuestion sobre las investigaciones
relacionadas con la comprension de los graficos estadisticos, que sera necesario

completar en el futuro, pero nos permite introducirnos en el tema.

En el estudio empirico que sigue se hace un analisis a priori del proyecto propuesto,
y se analizan las graficas producidas por los futuros profesores desde diversos puntos de
vista. Finalizamos con la presentacion de nuestras conclusiones y algunas publicaciones

que han resultado de esta investigacion.



2. CONTEXTUALIZACION DE LA INVESTIGACION

2.1. INTRODUCCION

Para contextualizar nuestro trabajo comenzaremos haciendo un breve resumen de
algunos elementos teoéricos que se van a utilizar y que forman parte del Enfoque
Ontosemio6tico desarrollado por Godino y sus colaboradores.

Seguidamente especificamos nuestros objetivos e hipotesis y resaltamos el interés,
tanto para la formacion de profesores, como para aportar nuevo conocimiento en el area
de did4ctica de la estadistica.

El resto del capitulo describe el interés del trabajo con proyectos en la clase de
estadistica y su contribucion al desarrollo de algunas competencias que se incluyen en
los nuevos Decretos de Ensefianzas Minimas. La recogida de los datos en nuestra
investigacion se hace a partir de un informe realizado por los estudiantes en un proyecto
de analisis de datos. Por otro lado, el uso de proyectos se recomienda hoy dia en varias

investigaciones e incluso se deja entender en los mismos Decretos.

2.2. ELEMENTOS TEORICOS

En este trabajo vamos a utilizar algunas nociones tedricas desarrolladas por Godino
y colaboradores en el marco tedrico llamado Enfoque Ontosemiotico (EOS), que nos
van a resultar de utilidad para analizar las producciones graficas realizadas por una
muestra de futuros profesores en un proyecto abierto de analisis de datos, que
describiremos detalladamente en el punto 4. Ademas, estos elementos tedricos van a
permitirnos definir una jerarquia en la construccion de los graficos estadisticos en

funcion de la complejidad semidtica de estos.

En diversas publicaciones, los autores que han desarrollado este marco teorico se
interesan por los objetos matematicos que surgen de las practicas matematicas
realizadas para resolver un problema que puede ser matematico o extra-matematico
(Godino, 2002; Godino, Batanero y Font, 2007). En nuestro trabajo, plantearemos a los
futuros profesores un problema extra-matemético cuya finalidad es decidir si las
intuiciones del conjunto de alumnos de la clase respecto a la aleatoriedad son correctas
0 hasta que punto lo son. Este problema extra-matematico llevara a organizar en la clase

un experimento que cada alumno realizara individualmente y a modelizar la situacion,



para asi definir algunas variables estadisticas y recoger datos sobre las mismas.

Asi, del problema extra-matematico se pasaré a un problema matematico consistente
en la comparacion de dos variables estadisticas, para decidir sobre la igualdad o
desigualdad de sus distribuciones. Nuestro interés se centra en las practicas matematicas
de los estudiantes para resolver, primero el problema matematico, y, seguidamente el

extra-matematico, y en concreto en su elaboracion e interpretacion de gréaficos.

Godino, Batanero y Font (2007) indican que de los sistemas de practicas
matematicas operativas y discursivas emergen nuevos objetos, que seran objetos
institucionales si los sistemas de practicas son compartidos en el seno de una institucion
0 serdn objetos personales si dichos sistemas de practicas son realizados por una
persona. Es decir, se tienen en cuenta las dimensiones social y personal del
conocimiento y también el hecho de que una practica personal pudiera ser 0 no

adecuada desde el punto de vista de la institucion.

Para permitir analizar con detalle los procesos didacticos, en el EOS se formula una
ontologia de los objetos matematicos que tiene en cuenta el triple aspecto de la
matematica como actividad socialmente compartida de resolucion de problemas, como
lenguaje simbdlico y como sistema conceptual l6gicamente organizado. A continuacién
se muestran las categorias de objetos o entidades matematicas primarias propuestas
desde el EOS. Cualquiera de estas entidades puede ser objeto de analisis didactico. Asi
en nuestro caso nos centramos en los graficos estadisticos, mientras otras

investigaciones podrian centrarse en los problemas, algin concepto o proposicion, etc.

e Situaciones-problemas: aplicaciones extra-matematicas, ejercicios, problemas,
acciones que inducen una actividad matematica. En nuestro caso la situacion
planteada es el estudio de las intuiciones de los estudiantes (situacion extra-
matematica) que se transforma durante su resolucion en un problema
matematico (comparacion de dos series de datos). Para resolver este problema
matematico y el extra-matematico relacionado los estudiantes haran una serie de
practicas, como efectuar un recuento de los datos y construir graficas
estadisticas. En el analisis que haremos en el punto 4 no consideramos las
situaciones-problemas, ya que son fijas para todos los estudiantes y para todos
los gréficos analizados.



Lenguajes: términos, expresiones, notaciones, graficos que se utilizan para
representar los datos del problema, las operaciones que hacemos con ellos, los
objetos matematicos que se utilizan y la soluciéon encontrada. Nosotros nos
interesaremos por los graficos producidos por los estudiantes que por un lado,
serian en si mismos, parte del lenguaje matematico. Pero, por otro, se pueden
considerar a su vez como objetos matematicos complejos, dentro de los cuales
aparecen diversos tipos de lenguaje. Esperamos que en los graficos construidos
los alumnos mezclen el lenguaje verbal y gréafico, aunque también pudieran usar
el simbdlico. Este tipo de lenguajes se organizan dentro del grafico en funcion
de varios elementos del mismo: su titulo, ejes, escalas, marcas del eje y
elementos geométricos especificos del gréafico.

Conceptos- definicion: En las practicas que llevan a cabo los estudiantes para
resolver un problema matematico (en este caso cuando resuelven el problema
planteado o construyen los graficos) se usan implicita o explicitamente objetos
matematicos, de los cudles el alumno ha de recordar o aplicar la definicion. Por
ejemplo, los estudiantes usaran implicitamente los objetos: nimeros enteros y
decimales, fracciones, variable estadistica, valor, rango de la variable, frecuencia
y en algunos tipos de graficos la proporcionalidad, sistema de coordenadas
cartesianas, orden numeérico, longitud, segmento u otros.

Proposiciones o enunciados sobre relaciones o propiedades de los conceptos que
igualmente se han de emplear al resolver problemas matematicos. Por ejemplo,
cuando los estudiantes han de usar la relacién de proporcionalidad entre una
frecuencia y la altura de una barra cuando construyen el diagrama de barras o
para comprobar si su representacion es completa han de recordar el hecho de que
la suma de frecuencias ha de ser igual al tamafio de la muestra o incluso cuando
detectan visualmente la moda, han de buscar el valor (o valores) de la variable
con mayor frecuencia.

Procedimientos: Serian los algoritmos, operaciones, técnicas de calculo que los
estudiantes han aprendido durante la ensefianza previa y que aplican al resolver
el problema. En nuestro ejemplo, los alumnos aplican algoritmos de
representacion de numeros enteros en la recta numérica, ordenacion y recuento
de datos. En el punto 4 haremos un andlisis detallado del lenguaje, conceptos,
proposiciones y procedimientos empleados en algunos de los graficos
producidos por los estudiantes.



e Argumentos: Serian los enunciados usados para validar o explicar las
proposiciones y procedimientos o bien la solucion de los problemas. Los
estudiantes en nuestro estudio usan argumentos para comparar los datos o
justificar si las intuiciones de los estudiantes son o no correctas. Nosotros
analizaremos separadamente los argumentos de los estudiantes en los apartados
443y4.4.4.

Otro punto de interés en nuestro estudio es el de funcidn semidtica que sirve para
resaltar los procesos de interpretacion que se llevan a cabo en la actividad matematica y
en los cuales a veces pueden aparecer desajustes (conflictos) de interpretacion entre
alumnos y profesor. Partiendo de diversos autores, Font, Godino y D’Amore (2007)
describen la idea de funcion semidtica como correspondencia entre un antecedente y un
consecuente, establecida por un sujeto (persona o institucion). Un grafico estadistico, en
si mismo, puede considerarse como una funcion semiética, donde el antecedente es el
propio grafico y lo representado es la distribucion estadistica de los datos, siendo la
correspondencia el conjunto de convenios establecidos en estadistica para el grafico
particular, que permite a la persona que lee el grafico interpretarlo o bien a la persona
que tiene los datos construirlo. En este ejemplo se pone de manifiesto la posibilidad de
que una persona no conozca los convenios citados y por tanto no interprete o interprete
incorrectamente el gréafico, produciéndose un conflicto que los autores denominan

semiotico.

El antecedente (expresion) y consecuente (significado) de una funcién semidtica no
se restringen a conceptos, sino abarca toda la anterior ontologia de objetos matematicos
u organizaciones de estos en entidades mas complejas como sistemas conceptuales o
teorias. Asi en nuestro estudio, podemos descomponer el grafico (que como hemos
dicho es un objeto matematico complejo) y centrarnos en partes del mismo, observando
una multiplicidad de funciones semiéticas dentro del grafico. Por ejemplo, si el titulo de
un grafico es “Distribucion del namero de caras en la secuencia real” observamos que
algunas palabras de este titulo (lenguaje) hacen referencia a una serie de conceptos

matematicos (distribucion, nimero, secuencia).

Dichas funciones semidticas juegan un papel fundamental en los procesos

matematicos que se realizan en cualquier practica matematica, en los que se relacionan



entidades primarias mostradas anteriormente, o grupo de ellas. Algunos de los procesos
matematicos citados por los autores son los de comunicacién, problematizacion,
definicion, enunciacion, elaboracion de procedimientos (algoritmizacion, rutinizacion,. )

y argumentacion.

Las entidades u objetos primarios pueden relacionarse entre si formando lo que
dichos autores denominan “configuraciones”, definidas como redes de los objetos
intervinientes y emergentes en las practicas matematicas y las relaciones entre ellos.
Hay dos tipos de configuraciones: configuracion epistémica (redes de objetos
institucionales) y configuracion cognitiva (redes de objetos personales).

En nuestro trabajo al analizar las producciones graficas estadisticas realizadas por
los alumnos lo que analizaremos son las configuraciones cognitivas, que es una
herramienta potente que consiste en un desglose de las précticas de los alumnos en
entidades situacionales, linglisticas, actuativas, conceptuales, proposicionales y
argumentativas que permiten un analisis mas fino del aprendizaje matematico llevado a
cabo por estos. En nuestro trabajo esto nos permitird identificar la estructura de los
objetos que han hecho posible la realizacién del gréafico por parte del alumno (practica
matematica), identificar incluso conflictos semi6ticos y llegar a definir una clasificacion
de los graficos elaborados por los alumnos segln unos niveles de complejidad semidtica
que definiremos en el apartado 4.

2.3. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

Como se ha sefialado, nuestro trabajo se interesa por la formacion estadistica de los
futuros profesores de primaria y mas concretamente por su capacidad en la construccion

de gréaficos estadisticos en una tarea abierta.

La importancia de la formacion en estadistica y su didactica de los futuros
profesores de primaria se deduce claramente del papel asignado a la Estadistica en los
Decretos de Ensefianzas Minimas para la Educacion Primaria y de los errores detectados
en conocimientos estadisticos elementales en futuros profesores que se han descrito, por
ejemplo en Estepa (1993), Bruno y Espinel (2005) o Espinel (2007). Como ya hemos
indicado estos problemas se producen en otros paises y han llevado a la organizacion de
un estudio internacional (Joint ICMI/IASE Study).

10



Dentro de este objetivo general, los objetivos especificos que nos proponemos son

los siguientes:

Objetivo 1. Iniciar un estado de la cuestion de las investigaciones sobre
comprension de graficas estadisticas, especialmente las que se relacionan con la
formacion de profesores.

Este objetivo se hace necesario para poder iniciar una investigacion, no sélo para el
trabajo de Master, sino cara a una futura tesis doctoral. Los trabajos que hemos
encontrado sobre la comprensidn de graficos estadisticos son dispersos y no conocemos

ninguna investigacion tipo survey sobre este punto.

Objetivo 2. Identificar un problema de investigacion de interés dentro de la
formacion de profesores y en el campo de la estadistica

Puesto que tenemos intencion de continuar la investigacion para tratar de hacer una
tesis doctoral, sera importante encontrar un problema no investigado, que sea de interés
para la educacion estadistica y tenga suficiente entidad para permitirnos realizar una

tesis en el futuro.

Obijetivo 3. Explorar algin instrumento de obtencion de datos de futuros profesores
sobre su capacidad de construccion de gréaficos.

Tratamos de adquirir experiencia de investigacion y esto incluye también realizar
una primera toma de datos. Hemos elegido, entre otros posibles instrumentos un
proyecto abierto de andlisis de datos.

La exploracion también permitira tener algin criterio de evaluacion de los
proyectos abiertos realizados por los futuros profesores, de modo que pueda utilizarse
para evaluar la ensefianza de la estadistica a través de proyectos, ademas de como util de

investigacion.

Obijetivo 4. Recoger algunos graficos elaborados por futuros profesores con dicho
instrumento y clasificarlos para definir una jerarquia inicial de niveles de complejidad
en la construccion de dichos gréficos.

Con ello adquiriremos competencia en el analisis de datos cualitativos vy

produciremos una primera categorizacion de los graficos que en el futuro se pueda
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mejorar y pueda ser Gtil tanto para la ensefianza como para la investigacién. Este es el
objetivo de mayor interés en el estudio, en cuanto no hemos encontrado investigaciones
que describan niveles en la construccién de graficos y de este modo aportariamos un

resultado original.

2.4. HIPOTESIS DE LA INVESTIGACION

Una primera revision literaria sobre la competencia grafica de futuros profesores de
educacion primaria, nos muestra que los futuros profesores tienen dificultades en la
construccion de graficos estadisticos (Bruno y Espinel, 2005) e incluso en la lectura e
interpretacion de estos (Monteiro y Ainley, 2006,2007). En nuestra investigacion
pretendemos clasificar los graficos construidos por futuros profesores de Educacion
Primaria en un proyecto de analisis de datos segun distintos niveles de complejidad
semidtica, y teniendo en cuenta las dificultades mostradas en distintas investigaciones
por los futuros profesores en este tipo de tareas, nuestras hipétesis de investigacion son

las siguientes:

Hipdtesis 1. Los futuros profesores de nuestra muestra, al construir los graficos
estadisticos para llevar a cabo la tarea propuesta, cometen muchos de los errores ya
detectados en investigaciones sobre dificultades y errores en la construccion de los
graficos estadisticos.

En nuestra investigacion los alumnos participantes en el estudio seleccionaran ellos
mismos los graficos que crean pertinentes para resolver el problema que se les planteo,
por ello esperamos encontrar una variedad de distintos tipos de graficos y muchos de los
errores ya encontrados en distintos estudios sobre la construccion de los distintos tipos
de gréficos estadisticos (Espinel, 2007; Espinel Bruno y Plasencia, 2008).

Hipdtesis 2. Los dos niveles superiores de complejidad semidtica definidos en
nuestra investigacion no son alcanzados por la mayoria de los estudiantes de la
muestra de nuestro estudio.

Al observar que la competencia en la lectura de los gréficos estadisticos es mas
dificil de alcanzar de lo que podria pensarse, segun se indica en algunas investigaciones
previas (Friel, Curcio y Bright, 2001; Aoyama, 2007), pensamos que los estudiantes de
nuestra muestra no llegaran a los niveles mas altos de complejidad en la construccién de

sus graficos.
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2.5. CONTEXTO EDUCATIVO

Nuestra investigacion se llevo a cabo como una practica de la asignatura “Curriculo
de Matemadticas en la Educacion Primaria”, en la Diplomatura de Magisterio. Esta es
una asignatura de caracter eminentemente practico (dos tercios de las horas docentes se
dedican a actividades practicas) cuyo contenido exclusivo es la Didactica de la
Matematica, entendida respecto a la matematica incluida en el curriculo de Educacion
Primaria en Espafia, que abarca cuatro blogques tematicos: Nimeros y operaciones, La
medida: estimacién y calculo de magnitudes, Geometria, Tratamiento de la
informacion, azar y probabilidad (MEC, 2006a).

La actividad de la cual obtuvimos nuestros datos formaba parte de una practica a la
que se dedicd dos sesiones de clase de dos horas de duracidén cada una y se relaciona
con el cuarto bloque del curriculo de matematicas en la educacion primaria:
Tratamiento de la informacion, azar y probabilidad teniendo, ademas, los estudiantes
que realizar un desarrollo personal de la actividad y producir un informe escrito
individual fuera del horario lectivo. Este requisito es parte de la metodologia de
ensefianza universitaria implantada en la Facultad de Ciencias de la Educacion para
adecuar los planes de estudio al Espacio Europeo de Educacién Superior (EEES),
iniciativa seguida por los paises europeos para homogeneizar los titulos profesionales y
hacerlos validos en todo el territorio europeo. Ello implica similitud de contenidos y
metodologia de ensefianza, disminuyendo la parte dedicada a lecciones magistrales y
aumentando el trabajo individual y en grupos de los estudiantes.

Los estudiantes en cuestién habian cursado también una asignatura de “Matematicas
y su Didactica” en el primer curso de la Diplomatura de Magisterio (el afio anterior a la
experiencia), asignatura de contenido exclusivamente matematico, aunque restringida a
las matematicas que el futuro maestro tendra que ensefiar en la Educacion Primaria.
También, como su nombre indica, se trata de relacionar en todo momento la
matematica, con la ensefianza de la misma, aunque la parte puramente didactica se deja
para la asignatura de “Curriculo Matematico en la Educacion Primaria” a que hemos
hecho referencia.

Dentro de los contenidos de “Matematicas y su Didactica” (asignatura de 9 créditos,
cada uno de los cuales equivale a 25 horas de trabajo del estudiante, incluido el trabajo
dentro y fuera del aula) se dedicaron 2 créditos (50 horas del estudiante) al blogue de
Tratamiento de la informacion, azar y probabilidad. Los estudiantes revisaron y
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ampliaron su informacion sobre datos, variables estadisticas, distribuciones de
frecuencias, graficos sencillos (diagramas de barras, poligonos de frecuencias,
histogramas, graficos de sectores), medidas de posicién central (media, mediana y
moda) y medidas de dispersion (rango y desviacion tipica). También se revisaron y
ampliaron las ideas de aleatoriedad, probabilidad y la asignacion de probabilidades
mediante regla de Laplace o probabilidad frecuencial. No se hizo un estudio formal de
la variable aleatoria.

Los estudiantes habian trabajado también en “Matematicas y su Didactica” con un
proyecto sencillo de analisis de datos (aunque una sola vez y los datos no fueron
recogidos personalmente, sino que fueron dados por el profesor). Hay que tener también
en cuenta que los estudiantes proceden de diferentes bachilleratos, siendo en su mayoria
alumnos provenientes de bachillerato de humanidades y ciencias sociales, en los cuales
los contenidos matematicos son menores que en los otros bachilleratos, aunque hay
mayor contenido de estadistica.

En todo caso, cualquiera que sea el bachillerato cursado, durante la Ensefianza
Primaria (6-12 afios) y Ensefianza Secundaria Obligatoria (12-16) todos los estudiantes
habran recibido una ensefianza minima de estadistica que incluye los mismos conceptos

trabajados el primer afio de la Facultad en la asignatura de Matematicas y su Didactica.

2.6. TRABAJO CON PROYECTOS EN LA CLASE DE ESTADISTICA

2.6.1. INTRODUCCION

En algunos trabajos previos (Diaz, Arteaga y Batanero, 2007; Diaz y Arteaga, 2008)
hemos analizado las posibilidades que brinda el trabajo con proyectos en la ensefianza
de la estadistica para contribuir a la adquisicion de las competencias basicas incluidas
en los recientes decretos de ensefianza minimas para la Educacion Secundaria
Obligatoria (MEC, 2006b). Creemos importante incluir aca alguna de estas ideas puesto
que la recogida de datos se hace a través de un proyecto.

El interés del trabajo con proyectos en la clase de estadistica ha sido sugerido
anteriormente por muchos otros autores. Por ejemplo Biehler (1997) indica que ayudan
a superar la distancia entre la comprensién de los conceptos y los medios técnicos de
calculo para poder aplicarlos.
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Batanero y Diaz (2004) sugieren que la mejor forma de lograr la cultura estadistica
de los estudiantes es introducir en las clases de estadistica el trabajo con proyectos,
pues, en lugar de introducir los conceptos y técnicas descontextualizadas, o aplicadas
Unicamente a problemas como los que aparecen en los libros de texto, consistentes en
calcular un promedio o hacer un grafico y que son dificiles de encontrar en la vida real,
un proyecto permite presentar las diferentes fases de una investigacion estadistica:
planteamiento de un problema, decision sobre los datos a recoger, recogida y analisis de
datos y obtencion de conclusiones sobre el problema planteado.

Los proyectos aumentan la motivacion de los estudiantes (Holmes, 1997), puesto
que los datos surgen de un problema relevante para el alumno, tienen para él un
significado y tienen que ser interpretados. Por tanto, se aprende mejor qué son los datos
reales, y se introducen ideas que no aparecen con los “datos inventados por el profesor”:
precision, variabilidad, fiabilidad, posibilidad de medicidn, sesgo, etc. Se muestra

también que la estadistica no se reduce a contenidos matematicos.

Por otro lado, hay que diferenciar entre conocer y ser capaz de aplicar un
conocimiento. La habilidad para aplicar los conocimientos matematicos es mucho mas
dificil de lo que se supone, porque requiere no sélo conocimientos técnicos (tales como
preparar un grafico o calcular un promedio), sino también conocimientos estratégicos
(saber cuando hay que usar un concepto o grafico dado) (Connor, Davies y Payne,
2002). Los problemas y ejercicios de los libros de texto solo suelen concentrarse en los
conocimientos técnicos, mientras que cuando trabajan con proyectos los alumnos

desarrollan conocimientos estratégicos (Starkings, 1997).

2.6.2. ESQUEMA DEL TRABAJO EN UN PROYECTO

Los proyectos se conciben como investigaciones sencillas, y abordables por los
estudiantes en un tiempo razonable, donde se integra la estadistica dentro del proceso
general de una investigacion (Graham, 1987). La finalidad es que los estudiantes puedan
comprender la utilidad de la estadistica para resolver problemas de otras materias o de la
vida cotidiana. Para conseguir estos objetivos, los proyectos deben escogerse con
cuidado, basarse en problemas reales (incluso cuando sean versiones simplificadas de
un problema dado) abiertos y apropiados al nivel del alumno. Se comienza planteando
un problema préactico y se usa luego la estadistica para resolverlo.

La figura 2.1. muestra el esquema de la forma de trabajo en un proyecto en la que se
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ve que la parte puramente “matematica” de la estadistica (la reduccion, analisis e
interpretacion de los datos) es solo una de las fases del proyecto, y aun la interpretacion
ha de hacerse en funcion del contexto del problema planteado (Pimenta, 2003).

Figura 2.1. Esquema del desarrollo de un Proyecto

Una de las fases mas dificiles de un proyecto es el planteamiento de preguntas, pues
los alumnos tienen dificultad para formular el problema de forma clara. El papel del
profesor es ayudarles a pasar de un tema general a una pregunta que pueda contestarse
mediante la estadistica. Dicho de otro modo, al pasar del problema en la vida real (que
es difuso y no completamente cerrado) a preguntas concretas que puedan resolverse con
la estadistica, el alumno pasa de la realidad a la matematica y comienza a modelizar.

En algunos casos los datos seran dados por el profesor, pero en otros para completar
el proyecto, el alumno necesita recoger datos, que pueden provenir de diversas fuentes:
por ejemplo, un experimento en la clase, una encuesta o una medida fisica.
Consideramos importante que el alumno tenga la oportunidad de apreciar la diversidad
de los datos estadisticos y experimente estas distintas formas de recogida de datos.

Algunas veces los datos se encuentran disponibles, pero hay que saber localizarlos
de diferentes fuentes, como libros o anuarios estadisticos. Internet proporciona en la
actualidad datos para cualquier tema por el que los alumnos estén interesados, bien a
partir de servidores estadisticos especificos donde los profesores de estadistica han
puesto sus datos al servicio de la ensefianza, bien recurriendo a organismos oficiales
como el INE (Instituto Nacional de Estadistica), Eurostat, Unesco u otros. En la Tabla

2.1 mostramos algunos de estos servidores
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Tabla 2.1. Algunas fuentes de datos en Internet

Journal of Statistical Education http://www?2.ncsu.edu/ncsu/pams/stat/info/jse/homepage.html
The Chance Database http://www.geom.umn.edu/docs/education/chance/

The Data and Story Library http://lib.stat.cmu.edu/DASL/

Census at School Project http://www.censusatchool.ntu.ac.uk
CAUSE http://www.causeweb.org/

Exploring Data http://exploringdata.cqu.edu.au/datasets.htm
Statlib http://lib.stat.cmu.edu/datasets/

La eleccion del conjunto de datos es muy importante, pues dependiendo del tipo de
datos, podremos aplicar mas 0 menos técnicas estadisticas. Por ejemplo, no podemos
hacer un histograma con datos cualitativos y no se recomienda hacer la media con datos
ordinales. Es importante que los estudiantes experimenten estos diversos tipos de datos
para que adquieran capacidad de seleccionar una técnica estadistica adecuada. En
nuestro estudio trabajaremos con variables cuantitativas pero que s6lo toman valores
enteros, por lo cual podremos aplicar todas las técnicas que se han estudiado en primaria
y secundaria.

Cuando sea posible, los alumnos pueden usar ordenadores para llevar a cabo sus
proyectos, no s6lo para el analisis de los datos, sino también para elaborar sus informes
con un procesador de texto en el que pueden incorporar los resultados graficos y
numéricos de los programas estadisticos. El proyecto contribuye asi a aprender estas
herramientas informaticas que son hoy dia esenciales. Respecto a los programas
estadisticos existe una gran variedad, desde programas profesionales, como SPSS hasta
las hojas de calculo como Excel. Nuestros estudiantes han tenido alguna experiencia
con la hoja Excel aunque como el proyecto es sencillo, pueden también trabajar a mano

o con calculadora.

2.6.3. DESARROLLO DE COMPETENCIAS BASICAS A TRAVES DE
PROYECTOS

El trabajo con proyectos contribuye a la adquisicion de las siguientes competencias
basicas recogidas en el Decreto de Ensefianzas Minimas de Educacion Secundaria:
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Competencia en comunicacion linguistica. Durante el desarrollo del proyecto los
alumnos se ejercitan en la comunicacion oral y escrita; la representacion,
interpretacion y comprension de la realidad; la construccion y comunicacion del
conocimiento y la organizacién y autorregulacion del pensamiento. Ademas
adquieren destrezas y actitudes como formarse un juicio critico, generar ideas,
estructurar el conocimiento, tomar decisiones y disfrutar expresandose tanto de
forma oral (exponiendo las conclusiones obtenidas a sus compafieros) como escrita
(redactando el informe del proyecto).

Competencia matematica. Puesto que han de utilizar y relacionar nimeros enteros,
fraccionarios y decimales, los alumnos aplican operaciones basicas, simbolos,
formas de expresion y razonamiento matematico. Utilizan las proporciones,
funciones, elementos geométricos y de medicion. También se ponen en practica
procesos de reflexion que llevan a la solucion de los problemas o a la obtencion de
informacion, por medio del reconocimiento de las técnicas apropiadas. Al trabajar
con los proyectos, los alumnos integraran el conocimiento matematico con
conocimientos de otras disciplinas, ya que como hemos visto anteriormente, la parte
puramente “matematica” es solo una de las fases de los proyectos.

Competencia en el conocimiento y la interaccién con el mundo fisico. El trabajo con
proyectos posibilita la comprension de sucesos de la actualidad y sus consecuencias
y el andlisis de fendmenos sociales desde diversos puntos de vista. Hace también
posible identificar preguntas o problemas en la vida diaria o en la actualidad y
obtener conclusiones basadas en pruebas, con la finalidad de comprender y tomar
decisiones. Procura una habilidad progresiva para poner en practica los procesos y
actitudes propios del analisis sistematico de una tarea y de indagacidn cientifica, ya
que los proyectos se conciben como auténticas investigaciones.

Tratamiento de la informacion y competencia digital. En las fases de “recogida de
datos” y “organizacion, anélisis e interpretacion de los datos”, se habitla a los
alumnos a buscar, obtener y procesar informacién para transformarla en
conocimiento. Los proyectos contribuyen al aprendizaje del uso de calculadora,
ordenadores y software y adquirir destrezas de razonamiento para organizar la
informacion, relacionarla, analizarla, sintetizarla y hacer inferencias y deducciones

de distinto nivel de complejidad.
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e Competencia social y ciudadana, pues se adquieren conocimientos diversos y
habilidades complejas que permiten participar, tomar decisiones y responsabilizarse
de las elecciones y decisiones adoptadas. Ademas, se conciencia a los alumnos de la
importancia de la estadistica en la sociedad actual, implicandose a través de
procesos estadisticos en la mejora de la sociedad (participando en los censos, etc.).
Por otro lado, los proyectos es aconsejable realizarlos en grupos de 2 0 3 personas,
lo cual fomenta la cooperacion y la valoracion del trabajo de los demas. Finalmente
ayuda a tener una actitud critica y reflexiva en la valoracion de la informacion
disponible, contrastdndola cuando es necesario, y respetando las normas de
conducta acordadas socialmente.

e Competencia para aprender a aprender, se ejercita la curiosidad de plantearse
preguntas, identificar y manejar las diversas técnicas y estrategias con las que
afrontar una misma situacion problematica y afrontar la toma de decisiones con la
informacion de la que se dispone. Se ejercitan habilidades para obtener informacion
y para transformar dicha informacion en conocimientos propios.

e Autonomia e iniciativa personal. Es preferible que los proyectos sean planteados
por los propios alumnos, fomentando asi su capacidad de elegir con criterio propio,
de ejercitar su imaginacion y de llevar adelante las acciones necesarias para
desarrollar las acciones y planes personales. Ademas en el proyecto el estudiante no
depende tanto del profesor, pues tiene libertad para elegir las estrategias de

resolucién.

2.6.4. JUSTIFICACION DEL USO DE UN PROYECTO EN NUESTRO
TRABAJO

Por todos los motivos mencionados es deseable el uso de proyectos en la formacion
estadistica de los futuros profesores, para de este modo introducir en la clase de
matematicas el trabajo cooperativo y una filosofia exploratoria, de acuerdo con las
recomendaciones recientes sobre ensefianza de la estadistica. Ademas, puesto que el uso
de proyectos se recomienda en la ensefianza de la estadistica desde la Educacion
Primaria, al utilizarlos en la formacién de profesores se proporciona a éstos ejemplos de
proyectos y pautas sobre la metodologia de trabajo con los mismos.

En nuestra investigacidn se escogié un proyecto concreto que cubriese el contenido
elemental de estadistica contemplado en los Decretos de Ensefianzas Minimas para la
Educacion Primaria. El proyecto ademas es realista pues plantea un problema en el que
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mediante la recogida y analisis de los datos se puede contestar a una pregunta de interés
para los alumnos. De esta manera la estadistica se contextualiza, se muestra su utilizad
para la comprobacion de conjeturas y el analisis de datos en experimentos y esto ayuda
a que los estudiantes aprecien su utilidad en diversas situaciones de la vida real.

En el desarrollo del proyecto, los estudiantes no solo tienen que realizar célculos
matematicos o graficos, sino elaborar un informe en que usen estos resultados para
apoyar sus argumentos. En la produccion del informe final el estudiante debe situar el
andlisis de sus datos dentro de un argumento coherente y convincente que apoye sus
hipdtesis. La comunicacion de ideas a partir de tablas y graficos es especialmente
importante en el razonamiento estadistico.

Siguiendo a Murray y Gal (2002) hemos tratado de desarrollar en los estudiantes la
comprension e interpretacion de la informacion estadistica, que no sélo requiere
conocimiento estadistico o matematico, sino también habilidades lingisticas,
conocimiento del contexto, capacidad para plantear preguntas y una postura critica ante
la informacion. También Nolan y Speed (1999) resaltan la importancia de desarrollar la
capacidad discursiva de los estudiantes, como medio de ampliar sus habilidades de

pensamiento critico.
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3. INVESTIGACIONES SOBRE COMPRENSION DE
GRAFICOS

3.1. INTRODUCCION

El lenguaje gréafico tiene un papel esencial en la organizacion, descripcion y analisis
de datos, al ser un instrumento de transnumeracion. Esta es una de las formas basicas de
razonamiento estadistico definidas por Wild y Pfannkuch (1999), que consiste en
obtener una nueva informacién, al cambiar de un sistema de representacion a otro. Por
ejemplo, al pasar de un listado de datos a un histograma, el alumno puede percibir el
valor de la moda, que antes no era visible en los datos brutos.

La construccion e interpretacion de graficos estadisticos es también parte importante
de la cultura estadistica a la que cada vez se dedica méas atencion y que Gal (2002, pg. 2)

define como la unién de dos competencias relacionadas:

a) Interpretar y evaluar criticamente la informacion estadistica, los argumentos
apoyados en datos o los fendmenos estocasticos que las personas pueden
encontrar en diversos contextos, incluyendo los medios de comunicacion, pero no
limitdndose a ellos, y b) discutir o comunicar sus opiniones respecto a tales
informaciones estadisticas cuando sea relevante. (Gal, 2002, pp. 2-3).

A pesar de esta importancia de los graficos estadisticos, la investigacion en didactica
de la matematica nos alerta que la competencia relacionada con el lenguaje de las
graficas estadisticas no se alcanza en la educacién obligatoria (Cazorla, 2002) ni
tampoco en la preparacion de los futuros profesores de Educacion Primaria (Espinel,
2007).

En lo que sigue ampliamos un trabajo de survey sobre comprension de graficos
(Batanero, Arteaga y Diaz, en prensa) para informar sobre las investigaciones
relacionadas con las competencias y niveles de comprensién de graficos estadisticos,

asi como errores frecuentes relacionados con los mismos.

3.2. ELEMENTOS Y COMPETENCIAS EN LA LECTURA DE GRAFICOS
ESTADISTICOS

Un primer punto investigado por diversos autores es la competencia en la lectura de
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graficos. Encontramos gréficos en la prensa diaria, en Internet y también en textos de

materias como las ciencias sociales. Seria por tanto necesario que una persona culta

fuese capaz de comprender la informacién expresada en los mismos, aunque esta

competencia no es sencilla. Cuando se pide a un estudiante interpretar un gréfico, el

estudiante debe realizar la traduccion entre lo representado en el gréfico y la realidad.

Pero esta traduccion requiere conocimientos tanto sobre la realidad representada, como

sobre los convenios de construccion del grafico que a veces el estudiante no posee. Un

grafico queda determinado por los siguientes elementos (Curcio, 1987):

Las palabras que aparecen en el grafico, como el titulo del gréfico, las etiquetas
de los ejes y de las escalas, y que proporcionan las claves necesarias para
comprender el contexto, las variables y las relaciones expresadas en el gréafico.
El contenido matematico subyacente en el grafico. Por ejemplo los conjuntos
numéricos empleados y otros conceptos matematicos implicitos en el grafico que
el estudiante ha de dominar para interpretarlo, como los de area en un grafico de
sectores, longitud en un grafico de lineas o sistema de coordenadas cartesianas
en un diagrama de dispersion.

Los convenios especificos que se usan en cada tipo de grafico y que se deben
conocer para poder realizar una lectura o construccion correcta. Por ejemplo, el
alumno ha de conocer que en un diagrama de sectores, la amplitud del sector es
proporcional a la frecuencia. En diagrama de dispersion, cada punto representa
un caso y las coordenadas del punto los valores de las dos variables
representadas. En algunos graficos estadisticos estos convenios no son sencillos,
como ocurre en el grafico de la caja, que es muy dificil de interpretar si no se

estudia la forma en que se construye e interpreta.

Partiendo del andlisis anterior, Friel, Curcio y Bright (2001) identifican los

siguientes elementos estructurales de un grafico estadistico:

El titulo y las etiquetas indican el contenido contextual del gréfico y cuales son
las variables en él representadas. Serd importante incluir un titulo y etiquetas no
ambiguos.

El marco del grafico, que incluye los ejes, escalas, y marcas de referencia en
cada eje. Dicho marco proporciona informacion sobre las unidades de medida de
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las magnitudes representadas. Puede haber diferentes tipos de marcos y sistemas
de coordenadas (lineales, cartesianas bidimensionales o multidimensionales,
polares).

e Los especificadores del grafico son los elementos usados para representar los
datos, como los rectangulos (en el histograma) o los puntos (en el diagrama de
dispersion). Los autores nos alertan de que no todos los especificadores son
igualmente sencillos de comprender, sugiriendo el siguiente orden de dificultad:
Posicion en una escala homogénea (graficos de linea, de barras, de puntos,
algunos pictogramas e histogramas); posicién en una escala no homogénea
(gréficos polares, graficos bivariantes); longitud (graficos poligonales o
estrellados sin ejes de referencia, arboles), angulo o pendiente (grafico de
sectores, discos), area (circulos, pictogramas), volumen (cubos, algunos mapas

estadisticos), color (mapas estadisticos codificados mediante color).

En relacion con los anteriores componentes del grafico, su lectura y construccion, se
requieren, segun Friel, Curcio y Bright (2001), los siguientes tipos de competencias
relacionadas con el lenguaje de los gréficos:

e Reconocer los elementos estructurales del grafico (ejes, escalas, etiquetas,
elementos especificos) y sus relaciones. Esta competencia se adquiere cuando es
posible distinguir cada uno de estos elementos y si cada elemento es 0 no
apropiado en el grafico particular.

e Apreciar el impacto de cada uno de estos componentes sobre la presentacion de
la informacion en un gréfico (por ejemplo, ser capaz de predecir como cambiaria
el grafico al variar la escala de un eje).

e Traducir las relaciones reflejadas en el gréafico a los datos que se representan en
el mismo y viceversa. Por ejemplo, cuando un diagrama de dispersion es
creciente, comprender que la relacion representada entre las dos variables es
directa.

e Reconocer cuando un grafico es mas util que otro, en funcion del juicio
requerido y de los datos representados, es decir, saber elegir el grafico adecuado
al tipo de variable y al tipo de problema.
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3.3. NIVELES DE COMPRENSION DE GRAFICOS ESTADISTICOS

Ademés de las competencias anteriores, algunos autores definen niveles de
comprension en la lectura critica de datos y muestran que no todos los alumnos alcanzan
el nivel més alto durante la Educacion Secundaria. A continuacién resumimos las
teorias de diversos autores al respecto.

Bertin (1967) sugiere que la lectura de un grafico comienza con una identificacion
externa, del tema al que se refiere el grafico, a través de la comprension del significado
del titulo y las etiquetas. A continuacion se requiere una identificacion interna, de las
dimensiones relevantes de variacion en el grafico: variables representadas y escala.
Finalmente se produce una percepcién de la correspondencia entre los niveles
particulares de cada dimensidn visual para obtener conclusiones sobre los niveles
particulares de cada variable y sus relaciones en la realidad representada. A partir de
estos supuestos define diversos niveles de lectura de un grafico:

e Extraccion de datos, que consiste en poner en relacién un elemento de un eje
con el de otro eje. Por ejemplo, en un diagrama de barras leer la frecuencia
asociada a un valor de la variable o bien en un diagrama de dispersion leer las
coordenadas de uno de los puntos.

e Extraccion de tendencias, cuando se es capaz de percibir en el grafico una
relacion entre dos subconjuntos de datos que pueden ser definidos a priori o
visualmente. Por ejemplo al determinar visualmente la moda de una distribucion
en un diagrama de barras, se clasifican los datos en subconjuntos (que tienen un
mismo valor para la variable) y se comparan entre si estos subconjuntos para ver
cual tiene mayor frecuencia. Otro ejemplo seria detectar la simetria o asimetria
de una distribucidn a partir de su representacion en un histograma.

e Analisis de la estructura de los datos, comparando tendencias o0 agrupamientos y
efectuando predicciones. Por ejemplo, cuando se representa en un diagrama de
barras adosadas dos distribuciones y se analizan las diferencias en promedios y

dispersion de las mismas.

Otra clasificacién en niveles de comprension de los graficos, muy similar a la
anterior, con un gran impacto en educacion estadistica se debe a Curcio (1989), que
denomind a los tres niveles definidos por Bertin como “leer entre los datos” (lectura

literal del gréfico sin interpretar la informacion contenida en el mismo), "leer dentro de
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los datos" (interpretacion e integracion de los datos en el grafico) y "leer mas alla de los
datos" (realizar predicciones e inferencias a partir de los datos sobre informaciones que
no se reflejan directamente en el grafico). Este autor mostré que las principales
dificultades aparecen en los dos niveles superiores y que el nivel progresa con la edad
de los estudiantes. Friel, Curcio y Bright (2001) amplian la clasificacién anterior
definiendo un nuevo nivel “leer detras de los datos™ consistente en valorar criticamente
el método de recogida de datos, su validez y fiabilidad, asi como las posibilidades de
extension de las conclusiones.

Un modelo algo mas complejo es debido a Gerber, Boulton-Lewis y Bruce (1995),
quienes diferencian siete niveles de comprension de graficos, en funcion de las

competencias de los estudiantes para interpretarlos:

e Nivel 1. Los estudiantes no se centran en los datos, sino que asocian algunas
caracteristicas de los mismos, con su conocimiento del mundo en forma
imprecisa. Por ejemplo, si les hacemos una pregunta sobre edades de nifios
representados en un grafico, pueden responder dando su edad.

e Niveles 2 y 3. Los estudiantes se centran en los datos representados, pero de
forma incompleta. En el nivel 2 no llegan a apreciar el propdsito del grafico e
interpretan sélo aspectos parciales de los datos, por ejemplo, solamente leen una
de las barras del diagrama de barras. En el nivel 3 los estudiantes aprecian el
proposito del gréfico y analizan todos los elementos uno a uno, pero no llegan a
una sintesis global, al no comprender algin elemento especifico que es clave en
la representacion. Un caso seria el estudiante que en una piramide de poblacién
interpreta los grupos de edad (que se refieren a un conjunto de personas) como
edades de sujetos individuales.

e Niveles 4, 5y 6. Una vez que el estudiante llega a una sintesis global, puede
todavia tener una interpretacion estatica de los graficos, y podemos diferenciar
tres niveles diferentes. En el nivel 4 los estudiantes son capaces de analizar una a
una las variables representadas en el mismo grafico, pero no conjuntamente, por
ejemplo, si representamos la esperanza de vida de hombre y mujeres en diversos
paises en un grafico de lineas, los alumnos interpretan por un lado la esperanza
de vida de los hombres y por otro los de las mujeres. En el nivel 5 se comparan
varias variables representadas en el mismo gréfico; en el ejemplo anterior

podrian deducir que la esperanza de vida en las mujeres es superior a la de los
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hombres en la mayoria de paises. En el nivel 6 los estudiantes usan los graficos
para apoyar o refutar sus teorias. No s6lo comparan varias variables en el mismo
grafico, sino sacan conclusiones generales respecto a una hipotesis, por ejemplo,
podrian usar el grafico anterior para refutar la idea de que la mujer es mas débil
que el hombre.

Nivel 7. En el altimo nivel los estudiantes son capaces de hacer extrapolaciones,
y hacer predicciones para otros datos no representados en el grafico; en el
ejemplo anterior, podrian deducir la esperanza de vida del hombre, conocida la
esperanza de vida de la mujer, para un determinado pais no representado en el

grafico.

Cuando estos niveles se aplican, no s6lo a la interpretacién de los graficos sino a su

valoracion critica, los niveles superiores se modifican ligeramente (Aoyama y Stephen,

2003, Aoyama, 2007). Supongamos, por ejemplo, que se da a los estudiantes un grafico

que presenta datos sobre el nimero de horas que los adolescentes dedican a los juegos

con videoconsola y el niumero de episodios de violencia escolar en que se ven

implicados. La grafica muestra claramente un crecimiento del nimero de episodios de

violencia cuando aumenta el tiempo dedicado a este tipo de juegos. Se pregunta a los

estudiantes si piensan que la violencia escolar disminuiria si se prohibiesen las

videoconsolas. Una vez que los estudiantes llegan a la fase superior en la clasificacion

anterior, todavia podriamos diferenciar tres grupos, en funcién de su capacidad critica,

respecto a la informacion reflejada en el gréfico.

Nivel Racional/Literal. Los estudiantes leen correctamente el grafico, incluyendo
la interpolacién, deteccion de tendencias y prediccion. Para responder la
pregunta planteada, usan las caracteristicas del grafico, pero no cuestionan la
informacion, ni dan explicaciones alternativas. Una respuesta tipica seria “Si, ya
que el grupo de chicos que jug6 a los juegos durante mucho tiempo también tuvo
muchos episodios de violencia.”

Nivel Critico. Los estudiantes leen los graficos, comprenden el contexto y
evalGan la fiabilidad de la informacion, cuestionandola a veces, pero no son
capaces de buscar otras hipétesis: “Pienso que no, pues aunque los que mas
juegan aparecen como mas violentos en el grafico, podria haber otras causas,

aungue no me imagino cuéles”.
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e Nivel Hipotético: Los estudiantes leen los gréficos, los interpretan y evalGan la
informacién. Forman sus propias hipotesis y modelos: “No estoy de acuerdo en
que la causa de la violencia sea el juego, quizas la falta de atencion de los padres

puede llevar a la vez a que el chico sea violento y juegue mas con la consola”.

3.4. ERRORES EN LA LECTURA Y CONSTRUCCION DE GRAFICOS

Ademas de las capacidades de lectura de los graficos, otras investigaciones analizan
los errores frecuentes en la produccion de los mismos. El primer paso en su
construccion seria elegir un grafico adecuado, tanto al tipo de variable, como al
problema planteado, pero los estudiantes fallan con frecuencia en esta eleccién. Li y
Shen, (1992) analizaron los graficos en los proyectos estadisticos de sus estudiantes,
encontrado alumnos que utilizan poligonos de frecuencias con variables cualitativas, o
diagrama de barras horizontal para representar datos que debieran representarse en un
diagrama de dispersion. Otras veces, construyen graficos sin sentido, por ejemplo se
representan variables no relacionadas entre si en un mismo grafico.

Respecto a las escalas de los graficos construidos por los estudiantes Li y Shen

(1992) encontraron los siguientes problemas:

e Elegir una escala inadecuada para el objetivo pretendido (por ejemplo no se
cubre todo el campo de variacién de la variable representada)

e Omitir las escalas en alguno de los ejes horizontal o vertical, o en ambos.

e No especificar el origen de coordenadas.

e No proporcionar suficientes divisiones en las escalas de los ejes.

Encontramos también investigaciones sobre errores en la lectura y comprension de
graficos especificos. En el diagrama de barras, al variar la disposicion de los datos (por
ejemplo al usar barras horizontales en lugar de verticales) los estudiantes pueden tener
errores simples de lectura (Pereira-Mendoza y Mellor, 1990). Lee y Meletiou (2003)
nos alertan de cuatro principales categorias de razonamientos erroneos a la hora de

construir, interpretar y aplicar los histogramas en diferentes contextos de la vida real:

e Percepcién de los histogramas como representacion de datos aislados,
suponiendo que cada rectangulo se refiere a una observacion particular y no a un

intervalo de valores.
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Tendencia a observar el eje vertical y comparar las diferencias en las alturas de
las barras cuando comparan la variacion de dos histogramas.

Interpretacion determinista, sin apreciar que los datos representan un fenémeno
aleatorio que podria variar al tomar diferentes muestras de la misma poblacion.
Tendencia a interpretar los histogramas como gréaficos de dos variables (es decir, como

diagramas de dispersion).

Respecto a los graficos de caja, aunque su estudio se recomienda en la Educacion

Secudaria Obligatoria, Bakker, Biehler y Konold (2004) indican que esta representacion

no permite a los estudiantes percibir los valores individuales de los datos y ademés son

muy diferentes a otros graficos usados por los alumnos ya que estan basados en la

mediana y cuartiles, conceptos que no son intuitivos para los alumnos.

El ordenador en ocasiones contribuye a empeorar los problemas de los estudiantes.

Ben-Zvi y Friedlander (1997) analizan los graficos producidos por sus alumnos al

trabajar con proyectos de analisis de datos con ayuda del ordenador, identificando

cuatro categorias:

Uso acritico: Los estudiantes construyen graficos rutinariamente aceptando las
opciones por defecto del software, aunque no sean adecuadas. Tienen también
dificultad en valorar las relaciones sugeridas en sus representaciones gréaficas,
identificando s6lo la informacidn obvia, por ejemplo los maximos.

Uso significativo de una representacion: Los estudiantes construyen
correctamente un gréfico si se les indica cudl ha de utilizar; también lo pueden
justificar en base al tipo de datos o al problema planteado. Son capaces de
modificar y transformar la grafica (por ejemplo, cambiar una opcion del
software) e interpretan los resultados, pero no son capaces de seleccionar la
grafica mas adecuada cuando tienen varias para elegir.

Manejo significativo de representaciones multiples: En este caso, los alumnos
toman decisiones en la seleccién de los graficos mas adecuados, toman en
consideracion cudl es la contribucion de éstos a su problema.

Uso creativo: Cuando el alumno elabora un gréfico correcto, no habitual, para

presentar y justificar sus ideas.
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3.5. COMPRENSION GRAFICA DE LOS FUTUROS PROFESORES

Las dificultades con los gréaficos estadisticos no son exclusiva de los estudiantes, sino
que también se presentan en los futuros profesores, mas concretamente en los alumnos de
las Facultades de Ciencias de la Educacion. Bruno y Espinel (2005) estudian la forma en
que futuros profesores construyen un histograma de frecuencias a partir de una lista de
datos. Aproximadamente la mitad de los participantes en su investigacion tuvieron errores
al representar los intervalos de variacion de la variable en el eje X, omitir intervalos de
frecuencia nula, o usar rectangulos no adosados, a pesar de que la variable fuese continua.
En cuanto al poligono de frecuencias, los errores mas frecuentes en la investigacion citada
fueron no unir por las marcas de clase, omitir el intervalo de frecuencia nula en el poligono
y confundir la frecuencia y valor de la variable.

Continuando la investigacién, Bruno y Espinel tratan de comparar los errores de los
futuros profesores en la construccion del histograma y el poligono de frecuencias, con su
evaluacion de histogramas producidos por posibles estudiantes. Practicamente todos los
estudiantes cometen algln error al construir los graficos, pero lo mas preocupante es la
falta de coherencia entre la forma que los futuros profesores construyen un gréfico y la
forma en que lo evaltan. Ademas, en caso de coherencia se trata de alumnos que cometen
errores en la interpretacion de los gréficos, y también consideran correctos los gréficos
incorrectos de sus posibles estudiantes.

Preocupadas por estos resultados las autoras contintan la investigacion utilizando un
cuestionario sobre cultura y razonamiento estadistico en relacion a los graficos y
comparando sus resultados con los de otros estudiantes universitarios americanos (Espinel,
2007; Espinel, Bruno y Plasencia, 2008). Para ello dieron a 190 estudiantes de Magisterio
un conjunto de items de opciones multiples en los que se evaluaba su competencia grafica
y que habian sido tomados del proyecto ARTIST (delMas, Garfield y Ooms, 2005), donde
se pasd a 350 estudiantes de primer curso de universidad. Aunque en ambos colectivos las
tareas fueron dificiles, la dificultad fue mayor para los futuros profesores espafoles, en
particular al tratar de predecir la forma de un grafico a partir de la descripcion verbal de
variables conocidas por los estudiantes o en la lectura de histogramas.

Monteiro y Ainley (2006, 2007) indican que la lectura de los graficos usuales dentro
del contexto escolar es una tarea méas limitada que la posible interpretacion de dichos
graficos fuera de dicho contexto, porque, mientras en la escuela sélo pedimos a los
estudiantes una respuesta correcta desde el punto de vista matematico, fuera de la escuela

interviene también el conocimiento del contexto en el que se sitta el tema del grafico. Al
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estudiar la competencia de futuros profesores en la lectura de graficos tomados de la
prensa diaria, en primer lugar encontraron que muchos no tenian conocimientos
matematicos suficientes para llevar a cabo dicha lectura. La mayoria indic6 que no tuvo
formacion especifica en la lectura de graficos estadisticos durante sus estudios en la
universidad y reconocid su necesidad que tenian de formacion al respecto. También se
observo como la interpretacion de los graficos moviliza conocimientos y sentimientos que
inciden en su comprension; por ejemplo, se obtuvo mucho mejores resultados al interpretar
un grafico sobre incidencia de cancer en las mujeres que otro matematicamente
equivalente sobre tiempo de gestacion de diferentes especies animales.

Tampoco es bueno el conocimiento didactico de los futuros profesores respecto a la
ensefianza de los gréaficos. En un estudio cualitativo Gonzalez y Pinto (2008) analizan la
forma en que algunos futuros profesores seleccionan y clasifican graficos para preparar
una unidad didactica dirigida a la ensefianza del tema en educacién primaria. Los
estudiantes parecen desconocer todo lo relacionado con las dificultades de los futuros
alumnos o los niveles de comprension de graficos. Ademas, a la hora de clasificarlos o
seleccionarlos sélo tienen en cuenta los aspectos procedimentales y no la utilidad del
gréafico para un problema particular o las posibles actividades interpretativas que pueden

llevarse a cabo con ellos.

3.6. CONCLUSIONES SOBRE LAS INVESTIGACIONES PREVIAS

La investigacion resefiada muestra que la lectura e interpretacion del lenguaje
gréafico es una habilidad altamente compleja, que no se adquiere espontaneamente, pero,
por desgracia, tampoco parece alcanzarse con la ensefianza. Una posible explicacion de
las dificultades surgidas con el lenguaje grafico es que la simplicidad de este es sélo
aparente, pues incluso el mas simple de los graficos puede considerarse un modelo
matematico. Al reducir los datos, pasando de casos individuales a los valores de una
variable y sus frecuencias, se introduce la distribucién de frecuencias, concepto
complejo, que se refiere al agregado (poblacion o muestra) y no a los datos particulares.

Los graficos estadisticos se encuentran presentes en la vida cotidiana, tanto en los
medios de informacidn e Internet, como en los textos escolares de diferentes materias y
en el trabajo profesional. Por ello, un ciudadano competente debiera poder realizar una
lectura critica de dichos graficos, identificar las tendencias y variabilidad de los datos, y
detectar los posibles errores que puedan distorsionar la informacién representada
(Schield, 2006).
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Asimismo debiera conocer los convenios de construccion de los diferentes tipos de
graficos y ser capaz de construir correctamente un grafico sencillo. Esto es todavia mas
necesario en los futuros profesores responsables de formar a los nifios en el tema. Sin
embargo la investigacion resefiada indica que los futuros profesores de Educacion
Primaria tienen dificultades con el lenguaje gréfico que han de transmitir a sus alumnos
y han de utilizar como herramienta en su vida profesional. Nuestra investigacion trata de
contribuir a proporcionar mas informacion al respecto con el fin de poder mejorar en el

futuro la preparacion de los profesores.
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4. EL ESTUDIO EMPIRICO

4.1. INTRODUCCION

En este capitulo presentamos una investigacién, donde analizamos los graficos
producidos por una muestra de estudiantes de Magisterio. Aunque la actividad con la que
se tomaron los datos es mas amplia, y requeria también la elaboracion de tablas y
resimenes estadisticos, nosotros nos centramos solo en el estudio de los graficos
producidos, que analizaremos desde distintos puntos de vista.

Primeramente describimos la muestra y el contexto en que se realizé la actividad, asi
como la ensefianza de estadistica que los alumnos participantes habian tenido y realizamos
un analisis a priori del proyecto con el cual se tomaron los datos para realizar el estudio
empirico. Seguidamente clasificamos los graficos construidos por los estudiantes segun
unos niveles de complejidad semiotica definidos teniendo en cuenta algunas ideas teoricas
de Font, Godino y D’Amore (2007). Para cada uno de los niveles presentaremos un
ejemplo de grafico correcto y otro de gréfico incorrecto, realizando un andlisis semiotico
de los mismos.

Analizamos también la correccion del gréafico, su interpretacion y las conclusiones
obtenidas en funcién de su complejidad semiética y finalizamos con la discusién de las

conclusiones.

4.2. DESCRIPCION DE LA MUESTRA

La actividad se ha llevado a cabo con 93 alumnos que cursaban el segundo afio del plan
de estudio de la Diplomatura de Magisterio, en la especialidad de Educacién Primaria. Los
alumnos estaban divididos en tres grupos, todos ellos de la asignatura “Curriculo de
matematicas en Educacion Primaria”, impartido cada uno por diferente profesor, aunque la
actividad, el material usado y el analisis es el mismo para todos los grupos.

Como ya se ha visto en el punto 2.5, los estudiantes de nuestra muestra ya habian
cursado la asignatura de “Matematicas y su Didactica” en el primer curso de la
Diplomatura de Magisterio, aunque no todos la aprobaron.

Los alumnos de nuestra muestra en la asignatura “Matematicas y su Didactica”, asi
como en Bachillerato, Educacién Primaria y Secundaria habian estudiado los graficos y

resimenes estadisticos elementales.
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4.3. ANALISIS APRIORI DEL PROYECTO
4.3.1. LAACTIVIDAD

La actividad con la que se tomaron los datos era parte de una practica a la que se
dedico dos sesiones de clase de dos horas de duracion cada una, dentro de la asignatura
citada (Curriculo de Mateméticas en Educacion Primaria) y se relaciona con el cuarto
bloque del curriculo de matematicas en la Educacion Primaria: Tratamiento de la
informacién, azar y probabilidad.

Dicha practica, titulada Evaluacion de experiencias de ensefianza: estadistica en
primaria tenia como objetivos adquirir competencias de andlisis didactico de experiencias
de ensefianza y también competencias de busqueda de recursos didacticos. Puesto que es
dificil llevar a todos los estudiantes a un aula de primaria a observar una sesion de
ensefianza, en lugar de ello, se realiza una experiencia de ensefianza de la estadistica en el
mismo aula, siendo los alumnos los estudiantes para profesor (primera sesion) y
posteriormente se analiza desde el punto de vista didactico la experiencia realizada
(segunda sesion).

Nosotros nos centramos sdlo en la experiencia llevada a cabo en la primera de estas
sesiones. En ella se propuso a los futuros profesores la realizacion de un proyecto de
analisis de datos, titulado “Comprueba tus intuiciones sobre el azar”, en el que ellos
mismos obtuvieron los datos necesarios. Al finalizar la sesion se dio a los estudiantes una
copia con los datos obtenidos en la clase y se les pidi6 producir individualmente un
informe escrito en el cual debian responder la pregunta que se les planteaba. Los
estudiantes tuvieron libertad para elegir los graficos o resimenes estadisticos que
considerasen convenientes e incluso usar ordenadores. A la semana siguiente, en la

segunda sesion, se recogieron y analizaron las producciones de los estudiantes.

4.3.2. ELPROYECTO

El proyecto “Comprueba tus intuiciones sobre el azar” es parte de una unidad didactica
disefiada para introducir los temas sobre “tratamiento de la informacion, azar y
probabilidad” en los primeros afios de Educacion Secundaria Obligatoria, pero su
contenido estadistico es también adecuado para la formacion de maestros (Batanero,
2001). Fines complementarios de este proyecto son mostrar la utilidad de la estadistica
para probar conjeturas y comprobar que las intuiciones sobre el azar a veces son
engafiosas. La secuencia de actividades se describe a continuacion (una descripcion mas

completa puede analizarse en Godino, Batanero, Roa y Wilhelmi, 2008).
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1. Presentacion del proyecto, instrucciones iniciales y discusion colectiva. Se
comenzd la sesion con una discusion sobre si las personas tienen o no buena intuicion
respecto a los fendmenos aleatorios. Conseguido el interés de los alumnos en el tema, se
propuso a los futuros profesores llevar a cabo un experimento para decidir si la clase en
conjunto tenia 0 no buenas intuiciones respecto a dichos fendmenos. El experimento
consiste en inventar una secuencia de 20 posibles resultados al lanzar una moneda
equilibrada (sin lanzarla realmente) de modo que la secuencia pueda pasar como
aleatoria para otra persona y comparar con los resultados de 20 lanzamientos reales de
una moneda. Este experimento esta adaptado de otros realizados en las investigaciones
sobre percepcion subjetiva de la aleatoriedad (por ejemplo, de la investigacion de
Serrano, 1996).

Figura 4.1. Hoja de registro

Secuencia simulada

Secuencia real

2. Experimentos individuales y recogida de datos. Los futuros profesores realizaron
individualmente el experimento, inventando cada uno de ellos una secuencia de 20
lanzamientos (secuencia simulada) y anotando los resultados en una hoja de registro
(Figura 4.1) escribiendo C para cara y + para cruz. A continuacion realizaron cada uno
20 lanzamientos de una moneda, anotando los resultados en la segunda parte de la hoja
(secuencia real).

3. Discusion y actividades de la clase. Finalizado el experimento, el profesor inicia
la discusion sobre como comparar los resultados de la totalidad de la clase en las
secuencias reales y simuladas. Entre otras variables, algunos estudiantes sugirieron
comparar el nimero de caras en las dos secuencias, que son las variables que
consideramos en este trabajo. Al acabar la clase el profesor proporcion6 una hoja de
registro que los alumnos rellenaron con el nimero de caras en las secuencias real y
simulada, obtenidos por cada uno de los estudiantes del grupo en sus experimentos
individuales.

Observamos que en esta actividad aparecen dos variables aleatorias y sus

correspondientes variables estadisticas:
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La variable aleatoria n,: namero de caras en 20 lanzamientos de la moneda
equilibrada, que es una variable aleatoria Binomial con parametros n=20
p=g=1/2. Su media, seria igual a np=10 y su varianza igual a npg=>5.

La variable aleatoria ns: nimero de caras en la secuencia de longitud 20
inventada por los estudiantes y que usamos como modelo matematico para
reflejar las intuiciones colectivas sobre los experimentos aleatorios. No seria una
variable Binomial, pues la investigacion didactica (por ejemplo, Serrano, 1996)
muestra que los ensayos producidos por las personas en este tipo de
experimentos no son independientes, aunque la probabilidad de cara sigue

siendo p=1/2 .

Ademas, puesto que cada estudiante realiza el experimento y cuenta el nimero de caras

obtenidas, tenemos una serie de m ensayos de cada una de las variables aleatorias

anteriores, siendo m el nimero de estudiantes de la muestra, y por lo tanto obtenemos dos

variables estadisticas:

La variable estadistica Y, o resultados de una muestra de m valores de la variable
aleatoria n,. El estudiante ha de usar esta variable estadistica para sacar algunas
conclusiones sobre la variable aleatoria n, puesto que sus conocimientos
matematicos no le permiten trabajar directamente con n.

La variable estadistica Ys o resultados de una muestra de m valores de la variable
aleatoria ns. El estudiante ha de usar esta variable estadistica para sacar algunas
conclusiones sobre la variable aleatoria ns puesto que sus conocimientos
matematicos no le permiten trabajar directamente con ns.

Mas concretamente, el estudiante ha de comparar las caracteristicas de las
distribuciones de las variables Y, y Ys para conjeturar sobre las semejanzas o
diferencias entre n;y nsy de aca deducir sobre las intuiciones respecto al azar.

4. Elaboracion de un informe individual. Una vez que los estudiantes tienen una

hoja con los datos de estas variables, han de resumirlos, formando la distribucion de

frecuencias de las correspondientes variables estadisticas para proceder, primeramente

al analisis de cada una de estas dos variables estadisticas y luego a la comparacion de

las principales diferencias en su distribucién. De ello esperamos extrapole a las

35



diferencias entre las correspondientes variables aleatorias y de ahi obtenga conclusiones
respecto a las intuiciones de la clase en su conjunto sobre la aleatoriedad. Esperamos
que los estudiantes se den cuenta de que las variables tienen la misma media, pero
distinta dispersion. Las intuiciones sobre el nimero de caras son correctas respecto al
promedio, pero hay una mala intuicién respecto a la dispersion, pues la secuencia de los
alumnos tiene menos variabilidad que las secuencias reales. En otras palabras no se
percibe la variabilidad real de un proceso aleatorio, aunque si sus tendencias (Serrano,
1996).

4.3.3. SOLUCION ESPERADA DE LOS ESTUDIANTES

Como hemos dicho, el profesor dio a los alumnos una hoja de registro como la
que reproducimos en la Tabla 4.1, que muestra los datos obtenidos en uno de los grupos
de estudiantes que participaron en este Proyecto en otras asignaturas.

Tabla 4.1. Namero de caras obtenidas en cada secuencia en uno de los grupos

Alumno Secuencia real Secuencia simulada

1 10 11
2 12 11
3 11 11
4 10 8
5 11 7
6 9 8
7 10 9
8 11 11
9 9 10
10 10 9
11 10 9
12 10 9
13 7 9
14 10 14
15 10 7
16 10 10
17 10 9
18 12 10
19 11 11
20 10 13
21 9 11
22 10 8
23 10 8
24 9 11
25 10 12
26 12 9
27 11 8
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Para recoger estos datos, una vez finalizados los experimentos, el profesor pide a los
alumnos que, segun el orden en que estan colocados en la clase, vayan dando en voz alta
sus datos para el nimero de caras en cada una de las secuencias. Cada vez que un
estudiante da sus datos, todos los comparfieros lo anotan en una nueva fila de la tabla.
Como vemos se tiene una tabla de datos con tantas filas como alumnos en la clase y dos
variables estadisticas: nimero de caras en la secuencia real y simulada.

Al comenzar el trabajo, disponiendo ya los alumnos de la lista de datos, se ha pasado
de un problema extra-matematico (decidir sobre las intuiciones respecto al azar del
conjunto de la clase) a otro matematico (comparar dos listas de datos). Para resolver el
problema planteado, esperamos que los estudiantes identifiquen el valor maximo y minimo
del nimero de caras en las secuencias real y simulada y preparen una tabla de frecuencias
como la Tabla 4.2 para resumir la informacién, donde se recoja la frecuencia absoluta,
porcentaje, quizas también la frecuencia acumulada. Seria necesaria también otra tabla
similar para resumir los datos de la secuencia real.

Se espera también que los alumnos calculen resimenes estadisticos tales como las
medidas de posicién central: media, mediana y moda y de dispersion (al menos el rango)
que se han estudiado el curso anterior y cuyos valores para el conjunto de datos de la Tabla

4.1 se muestran en la Tabla 4.3.

Tabla 4.2. NUmero de caras en la secuencia simulada

Numero de caras Frecuencia F. Acumulada Porcentaje (%)

7 1 1 3,7

8 0 1 0

9 4 5 14,8

10 14 19 51,85

11 5 24 18,5

12 3 27 111
Total 27 27 100

Tabla 4.3. Medidas de posicidn central y de dispersion en las secuencias

Media Mediana Moda Rango Desviacion tipica
Secuencia simulada 10,14 10 10 5 1,06
Secuencia real 9,74 9 9y 11 (bimodal) 7 1,74

Lo deseable seria que realizasen graficos simultaneos para las dos distribuciones, ya

que esto facilitaria la comparacion de ambas y como consecuencia la mejor interpretacion
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de la informacidn estadistica puesta en juego y la obtencion de conclusiones en relacion a
las intuiciones del conjunto de la clase sobre el azar. En las siguientes figuras (4.2, 4.3, 4.4)
se muestran ejemplos de algunos graficos de este tipo que podrian utilizar los alumnos.
Aungue todos ellos representan la misma informacion, los objetos matematicos puestos en
juego varian. En el gréfico de puntos, por ejemplo, no hay un eje que represente la
frecuencia de los valores de la variable, sino que esta frecuencia se representa por el
namero de cruces en el grafico asociado a cada valor de las variables. Dicha frecuencia
esta representada por la altura de la barra en el grafico de barras y por la coordenada Y del
punto en el grafico de lineas, que es donde verdaderamente aparece una representacion en

coordenadas cartesianas.

Figura 4.2. Gréfico de puntos conjunto para la secuencia real y simulada

| Secuencia simulada | N°. Caras | Secuencia real |

X 7 XX
8 XXXXX
XXXX 9 XXXXXXX

KXXXXXXKXXXXXKXX 10 XXX
XXXXX 11 XXXXXXX
XXX 12 X
13 X
14 X

Figura 4.3 Graficos de barras adosados para el n° de caras para ambas secuencias

Siendo conscientes de que este tipo de graficos, al estar representados en ellos dos
variables, son de mayor complejidad para los alumnos, podemos admitir también que
los estudiantes hagan graficos separados para la distribucion de cada secuencia, siempre
que se utilice el mismo tipo de grafico para ambas y la misma escala en los dos graficos,
para que asi se facilite la comparacion de las distribuciones en estudio. En la Figura 4.5

se muestra un gréfico de barras para cada una de las secuencias, en los cuales se ha

38



utilizado la misma escala. Tanto en el grafico de barras como en el de lineas se puede
visualizar mejor la moda, la dispersion y la forma que tienen las distribuciones, que en
otros graficos como los de sectores, que aunque estén correctamente construidos, es mas
dificil extraer de ellos diferencias importantes entre las dos distribuciones que indiquen

si nuestra intuicion sobre el azar nos engafia.

Figura 4.4. Gréfico de lineas adosado del n° de caras para ambas secuencias

Figura 4.5. Gréficos de barras secuencia simulada y secuencia real

Interpretacion y conclusiones

Una caracteristica del nimero de caras en una secuencia real es que, en general, s
mas variable de lo que nuestra intuicion nos sugiere como se vio en la investigacion de
Serrano (1996) con alumnos de bachillerato y futuros profesores. Mientras que los
valores medios del nimero de caras coinciden, aproximadamente en las secuencias
reales y simuladas de los participantes en dicho estudio, la dispersion fue mucho mayor
en las secuencias reales. El autor indica que somos muy exactos al reflejar la
equiprobabilidad de resultados, incluso més exactos de lo debido, puesto que la

secuencia simulada tiene menos dispersion que la real.
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Al estudiar los diferentes graficos (4.2 a 4.5) y lo resimenes estadisticos presentados
la Tabla 4.3, se observa que hemos obtenido una distribucion bimodal lo cual sugiere la
necesidad de usar la media o la mediana para llevar a cabo la comparacién: x=10,14
para las secuencias simuladas x=9,74 para las reales en nuestro ejemplo, donde vemos
que los valores son muy parecidos entre si y casi iguales al valor tedrico np=10 de la
variable aleatoria nUmero de caras en 20 lanzamientos de una moneda equilibrada, que
es una variable aleatoria Binomial. Las medianas son respectivamente iguales a 10 y 9.
Por tanto los estudiantes han reproducido intuitivamente los promedios de la variable
“namero de cara en 20 lanzamientos de una moneda”.

También surge en esta actividad la idea de dispersion de una forma sencilla. Bien a
través del recorrido o del 50 % de casos centrales se observa mayor dispersion en la
secuencia real, donde el 50% de los casos centrales se presentan en el intervalo (9-11) y
el recorrido es 7, mientras que en la secuencia simulada el 50% de casos centrales se
reduce al valor 10 y el recorrido es 5. Esperamos que los estudiantes, bien calculando
los estadisticos, bien a partir de los graficos perciban la igualdad aproximada de las
medidas de posicion central y la mayor dispersidn de las secuencia reales.

La conclusion respecto a las intuiciones es que los alumnos de los grupos donde se
realizé el experimento tienen una buena percepcion del valor esperado del nimero de
caras en 20 lanzamientos, puesto que la mayoria produce exactamente 10 caras. Sin
embargo, la variabilidad del niumero de caras no se percibe, suponiendo mayor

regularidad que la existente en un proceso aleatorio.

4.4. GRAFICOS CONSTRUIDOS POR LOS ESTUDIANTES

Una vez recogido el informe de analisis de datos del proyecto que entregd cada
estudiante, se clasificaron los gréficos incluidos como parte del anlisis, desde varios
puntos de vista. En este trabajo nos limitamos a analizar los graficos relacionados con el
namero de caras, aunque en la actividad también se analizaron otros dos pares de variables
(numero de rachas y longitud de la racha mas larga en las secuencias reales y simuladas).
Sin embargo, los resultados se pueden generalizar pues los alumnos se limitan a repetir el
mismo andlisis para los tres pares de variables. Por ejemplo, si s6lo hacen tablas de
frecuencias, producen estas con las mismas columnas para las seis variables del proyecto.
4.4.1. TIPOS DE GRAFICOS USADOS Y COMPLEJIDAD SEMIOTICA

En primer lugar tuvimos en cuenta los datos y nimero de variables representadas, para

definir un nivel de complejidad semiética del gréfico, usando algunas ideas tedricas de
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Font, Godino y D’Amore (2007). El proposito es definir una jerarquia en la construccion
de gréficos estadisticos, puesto que no hemos visto recogido este tipo de jerarquia en las
investigaciones previas, mientras que son los muchos los autores que definen niveles de
lectura o comprension de los graficos (por ejemplo Curcio, 1987, 1989; Friel, Curcio y
Bright, 2001). Esta categorizacion la hemos presentado en Arteaga, Batanero, y Ruiz (en
prensa) y Arteaga, Ortiz y Batanero (2008).

Como ya hemos visto en el apartado 2.2, Font, Godino y D’ Amore estudian los objetos
matematicos que surgen de las practicas matematicas realizadas para resolver un problema
con la finalidad de permitir analizar con detalle los procesos didacticos. Para ello clasifican
dichos objetos e introducen toda una ontologia de los objetos matematicos que estan
implicitos en las practicas matematicas. En nuestro estudio nos seran de utilidad estas ideas
tedricas ademas de otras como funcién semibtica y configuraciones cognitivas (ya
descritas en el apartado 2.2).

Asi, en la actividad proponemos un problema (comparar las dos distribuciones dadas
para decidir sobre las intuiciones del conjunto de alumnos) y analizamos las practicas
realizadas para resolverlo. Especificamente, el gréfico producido involucra una serie de
acciones, conceptos y propiedades que varian en los diferentes gréaficos. Por tanto, varian
las funciones semioticas subyacentes en su construccion e interpretacion por parte de los
estudiantes, que incluye también el relacionar la pregunta inicial con los gréficos, por
medio de una argumentacion.

En consecuencia, los graficos producidos no deben considerarse simplemente como
representaciones equivalentes de un concepto subyacente (la distribucion de datos
obtenida) sino como configuraciones diferenciadas de objetos relacionados e interactuando
con dicha distribucion en términos de Font, Godino y D’Amore (2007). Usando estas
ideas, en nuestro trabajo hemos realizado un analisis semidtico de los gréaficos producidos
por los estudiantes, definiendo los niveles de complejidad semiotica que se describen a

continuacion:

No produce gréficos. Un total de cinco estudiantes en la muestra (n=93) se limitaron a
realizar célculos estadisticos, en la mayoria de los casos reducidos a tablas o medidas de
posicion central (media, mediana y/o moda); a veces también la dispersién (rango,
desviacion tipica). Una parte de los que no producen gréaficos se limita a presentar dichos
resimenes sin interpretarlos y el resto obtiene una conclusion sobre las intuiciones a partir

de la comparacion de las medidas de posicion central y en algunos casos de las de
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dispersion en ambas secuencias. No tendremos en cuenta estos estudiantes en nuestro
analisis, pues nuestro interés se centra en los graficos estadisticos producidos por los
estudiantes.

C1. Representa solo sus resultados individuales. Algunos alumnos producen una
gréfica para representar los datos obtenidos en su experimento particular, sin considerar los
datos de sus comparfieros. Estos estudiantes tratan de resolver la pregunta para su caso
particular (si él mismo tiene una buena intuicién), no habiendo comprendido el propdsito
del proyecto o no siendo capaces de realizar un analisis global de los datos. Generalmente
manifiestan una intuicion erronea sobre la aleatoriedad suponiendo que una buena
intuicion implicaria que su secuencia simulada fuese idéntica en alguna caracteristica a su
secuencia real.

Aunque la impredecibilidad es una diferencia esencial entre experimentos aleatorios y
deterministas, estos estudiantes tratan de predecir el resultado o al menos predecir una
parte de los resultados de la secuencia aleatoria. Este fendmeno, denominado ilusion de
control fue observado originalmente de Langer (1975) en diferentes tipos de juegos de
azar, por ejemplo la loteria, donde observé en los sujetos una creencia ilusoria sobre su
capacidad para influir en el resultado.

Estos estudiantes representan la frecuencia de resultados obtenidos en sus propias
secuencias; en el caso de la secuencia real, consideran solamente la variable aleatoria
“resultado del lanzamiento de una moneda equilibrada”, es decir, una variable Bernoulli
que puede tomar los siguientes valores “Cara” o “Cruz”. Asi estos alumnos llegan a una
idea intuitiva de variable estadistica y su distribucion, siendo dicha variable los resultados
de los 20 lanzamientos de una moneda que cada uno de los alumnos realizan, es decir se
trata de una muestra de 20 valores de la variable aleatoria Bernoulli.

En la Figura 4.6 se muestra un ejemplo correcto. El gréafico representa las frecuencias
de caras y cruces en los 20 lanzamientos del estudiante. En este caso concreto, el
estudiante usa un diagrama que podriamos interpretar como de barras, aunque sustituye las
barras por lineas de puntos. También traza una linea punteada, no necesaria, para marcar
las frecuencias que corresponden a cada resultado.

El titulo del grafico es confuso ya que lo que se representa son las frecuencias de cada
uno de los resultados y no las diferencias. Los ejes no tienen rotulos aunque si etiquetas
para los valores de las variables representadas en los mismos. En el eje X el significado de
estas etiquetas es claro, sin embargo en el eje Y debemos interpretar que lo que se
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representa son frecuencias absolutas. Para realizar el gréafico, el alumno tiene que haber

hecho un recuento del nimero de caras y cruces, considerando el experimento aleatorio,

sus posibles resultados, la variable estadistica y las correspondientes frecuencias. Usa

implicitamente la proporcionalidad en la escala del eje Y. El orden de la escala en el eje X

es artificial.

Figura 4.6. Andlisis semio6tico de un gréafico correcto de la categoria C1

Representacion de resultados en la
secuencia del estudiante

Configuracion cognitiva

Lp===- .
o e
o ML
sa2se AR
Lenguaje

Grafico: lineas, puntos, marcas

Verbal: titulo, etiquetas

Numeérico: para representar las frecuencias
de las caras y de las cruces en el
experimento en el eje V.

No hay rétulos en los gjes.

Rétulo confuso para el titulo del grafico.

Conceptos y proposiciones

Experimento aleatorio: lanzar una moneda.
Sucesos 0 resultados del experimento, espacio
muestral.

Variable aleatoria que toma dos valores: “Cara” y
“Cruz” (Bernoulli)

Variable estadistica: resultados de repetir 20 veces
el experimento.

Frecuencias absolutas de caras y cruces.

NUmeros naturales.

Puntos y segmentos.

Perpendicularidad y paralelismo.

Proporcionalidad.

Sistema cartesiano de representacion, con eje X
arbitrario.

Procedimientos

Recuento de resultados en el experimento
Representacién del eje X: en el cual se representan
los posibles sucesos. No esta naturalmente
ordenado.

Representacion en el eje Y: frecuencias absolutas.
Representacion de las barras con una altura
proporcional a las frecuencias (convenio del
gréfico).

En la figura 4.7 se muestra un ejemplo de un gréfico incorrecto dentro de este nivel de

complejidad (nivel C1). Como ya hemos dicho, en el proyecto los alumnos analizaron tres

pares de variables (nimero de caras, nimero de rachas y longitud de la racha mas larga en

las secuencias real y simulada), y en este caso se ve como el alumno realiza un grafico para

representar en €l el valor de la variable que obtuvo para las tres variables referentes a la

secuencia simulada. El gréfico elaborado es incorrecto, porque en el grafico de sectores lo

que se debe representar es las frecuencias de diferentes valores de una misma variable, es

decir, una distribucién de datos y no valores diferentes de tres variables. Por tanto,

asumimos que el alumno tiene un conflicto con la idea de distribucion, que no asocia a una

Unica variable. Ademas, estas variables no son comparables entre si, y de este grafico el
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alumno no puede sacar ninguna informacion que le permita resolver el problema

planteado. El alumno utiliza la hoja Excel para realizar su gréfico por lo que no esta claro

que sepa los convenios de construccion del grafico de sectores, por ejemplo no esta claro

que sepa que la amplitud de cada uno de los sectores debe ser proporcional a la frecuencia.

Sin embargo, al menos implicitamente estd usando las ideas de circulo y sector circular.

Figura 4.7. Andlisis semi6tico de un grafico incorrecto de la categoria C1

Representacion de resultados en la
secuencia del estudiante

Configuracion cognitiva

Lenguaje

Gréafico:  circulo, lineas,  sectores
circulares.

Verbal: titulo del grafico y rétulos para
nombrar las distintas variables
representadas.

Uso de diferentes colores para diferenciar
los sectores del circulo.

Titulo del gréfico incompleto.

No queda claro el estadistico representado
para cada variable; parece deducirse que
el valor numérico de la variable en el

experimento particular.

Conceptos y proposiciones

Experimento aleatorio: lanzar una moneda
Sucesos o resultados del experimento, espacio
muestral.
Variables aleatorias:
— A Variable con dos valores: “Cara” y
“Cruz” (Bernoulli).
— B: Numero de rachas en 20 lanzamientos
(valores 0-20).
— C. Longitud de la racha mayor en 20
lanzamientos (valores 0-20).
Variable estadistica: resultados de repetir 20 veces el
experimento y contar el nimero de caras.
No considera las  variables  estadisticas
correspondientes a las variables aleatorias B y C
puesto que sélo considera su experimento.
Frecuencias absolutas de caras y cruces.
Valores numéricos de las tres variables en estudio en
su experimento particular.
Conflicto respecto a la idea de distribucion, no
asocia la distribucion a una variable, pues representa
los valores obtenidos en su experimento en variables
diferentes en el mismo grafico.
Circulo, sector circular, amplitud.

Procedimientos

Recuento de los resultados del experimento.
Introduccion de los datos del experimento en Excel
para realizar el grafico.

Seleccion del grafico de sectores en Excel.
Introduccion de datos dentro de la funcion Excel que
proporciona el grafico de sectores, incluyendo el
titulo y etiquetas.

Diferenciacion de los valores de las distintas
variables por medio de la utilizacion de distintos
colores.

C2. Representa los valores individuales de la variable. Son los estudiantes que no

llegan a agrupar los valores similares del nimero de caras obtenidos en las secuencias

reales o simuladas del total de alumnos en la clase. En lugar de ello, representan el valor (o

44




valores) obtenidos para cada alumno dentro del grafico. Se trata de una representacion de
los datos en el orden en que han sido obtenidos, pero no se llega a la idea de frecuencia
asociada a cada valor o de distribucion de frecuencias de la variable estadistica.

Hacemos notar que el orden de presentacién de los datos en el eje X es artificial, pues
solo indica el orden arbitrario en que se recogieron los datos en la clase. Dentro de esta
categoria hemos obtenido diagramas de barras horizontales y verticales; gréficos de lineas
de una o las dos variables, que, aungue no permiten resolver el problema de comparacion,
al menos muestran la variabilidad de los datos en los diferentes estudiantes.

En las figuras 4.8 y 4.9 se muestran dos ejemplos de graficos realizados por los futuros
profesores, correspondientes a la categoria C2. En el primero de los casos el estudiante
realiza diagramas de barras separados para cada secuencia, permitiendo este tipo de
graficos mostrar la variabilidad de los datos obtenidos por los alumnos, aunque
dificultando mucho la comparacion de las secuencias real y simulada para la obtencion de
una conclusion final en el proyecto, pues no se observa con claridad la moda ni las
frecuencias de los diferentes valores. Sin embargo, usa implicitamente las ideas de
experimento aleatorio, variable aleatoria y sus valores, asi como la variabilidad de la
variable.

El alumno usa la idea de proporcionalidad, pues la altura de cada barra corresponde al
valor de la variable obtenido por cada alumno. El valor de la variable se ha representado en
el eje Y, que usualmente corresponde a las frecuencias. En el eje X se representan los
nameros naturales ordenados en su orden natural. Por tanto establece una correspondencia
entre las divisiones en el eje que son los nimeros naturales y cada uno de los alumnos,
aungue dicha correspondencia es arbitraria, asi en el eje X se representan los alumnos de la
clase ordenados segun su colocacién en el aula, es por tanto un orden arbitrario que no
corresponde al orden de los nimeros naturales.

También se visualiza la idea de variable estadistica (diferentes valores de la variable
aleatoria para cada estudiante), pues se representa cada unidad estadistica (alumno) con su

valor de la variable.
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Figura 4.8. Andlisis semi6tico de un gréafico correcto del tipo C2

Gréfico de barras separados de cada secuencia

Configuracion cognitiva

i ;_I_.:I JII Ill

' | if':"'.:ll' I:”! i

Procedimientos

- Representa en el eje X: Numero de orden de los
alumnos en la clase, segin su colocacion, no
corresponde a una propiedad del conjunto de alumnos.

- Establece una correspondencia entre las divisiones en
el eje que son los nimeros naturales y cada uno de los
alumnos. Dicha correspondencia es arbitraria.

- Representacién del eje Y: ndmero de caras obtenido
por cada alumno, es decir representa el valor de la
variable. Hay divisiones, en el eje que representan los
resultados individuales obtenidos por cada uno de los
alumnos.

Conceptos y proposiciones

- Experimento aleatorio: lanzamiento de
una moneda 20 veces.

- Variables aleatorias: numero de caras al
lanzar 20 veces una moneda equilibrada
y numero de caras en la secuencia
inventada de longitud 20 por un
estudiante genérico.

- Variables estadisticas: nimero de caras
al lanzar 20 wveces una moneda
equilibrada y nimero de caras en la
secuencia inventada de longitud 20
obtenidas por cada uno de los m
estudiantes de la clase.

- Valor de la variable aleatoria para cada
alumno.

- Proporcionalidad (altura de la barra con
valor de la variable).

- Ndmeros naturales.

- Orden de los nimeros naturales.

- Segmento.

- Perpendicularidad y paralelismo.

- Variabilidad de los datos.

Lenguaje

- Grafico: lineas, puntos, marcas.

- Verbal: titulo del grafico y etiquetas de
los ejes.

- Numérico, en las escalas de los gjes.

- Rétulo para el titulo del grafico confuso
al no hacer referencia a la variable “N°
de caras”.

- Incluye rotulo en los dos ejes.

Otros estudiantes producen graficos claramente inapropiados, que ni siquiera permiten

visualizar la variabilidad de los datos, entre ellos, diagramas de sectores, graficos adosados

0 apilados de barras.

En la figura 4.9 el estudiante representa un grafico de barras adosado para ambas

secuencias. En este ejemplo el gran nimero de barras en el grafico dificulta la lectura y

comprension del gréfico e incluso impide la visualizacion de la variabilidad de los datos

por lo cual consideramos que el grafico es incorrecto. Tanto para la secuencia real como la

simulada aparecen representados los valores individuales de las variables aleatorias para

los diferentes estudiantes y estos se presentan respondiendo a un orden artificial, no

corresponde a una propiedad del conjunto de los alumnos sino al orden en que fueron

obtenidos los datos en la clase. Puesto que el grafico estd hecho con la hoja Excel no es

claro que el estudiante haya usado explicitamente la idea de proporcionalidad.
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Figura 4.9. Andlisis semiotico de un gréafico incorrecto del tipo C2

Gréfico de barras adosado de las dos secuencias

Configuracion cognitiva

- t-&«%ramh@@f?fy

Lenguaje

Grafico: lineas, marcas, cuadrados (para representar las series).
Verbal: rétulo de uno de los ejes, rétulos para las series.
Numeérico: en la escala del eje Y.

No incluye el titulo del gréfico.

No hay rétulos en el gje Y.

El rétulo del eje X no corresponde a lo representado (nimero
de alumno).

Procedimientos

Representa en el Eje X: Nimero de orden de los alumnos en la
clase, segin su colocacion. El orden es artificial, no
corresponde a una propiedad del conjunto de alumnos.
Representa en el eje Y: el valor de la variable.

Ha tenido que introducir los datos en la Hoja Excel,
procedimiento de grabacién de datos.

Representa varias series en el Excel, dos de ellas para
diferenciar los valores de la secuencia real y la simulada,
representadas a la derecha del gréafico con cuadraditos de
distintos colores.

Conceptos y proposiciones

Experimento aleatorio: lanzar
una moneda 20 veces.
Variables aleatorias: nimero de
caras al lanzar 20 veces una
moneda equilibrada y ndmero
de caras en la secuencia
inventada de longitud 20 por
un estudiante genérico.
Variables estadisticas: nimero
de caras al lanzar 20 veces una
moneda equilibrada y ndmero
de caras en la secuencia
inventada de longitud 20
obtenidas por cada uno de los
m estudiantes de la clase.
Valores de la variable para
cada alumno.

Hay un conflicto semidtico
sobre la idea de mediana pues
confunde mediana con nimero
del estudiante.
Proporcionalidad de la altura
de la barra con valor de la
variable. Aunque al ser un
grafico realizado con el Excel
no se puede saber si el alumno
utiliza este concepto
explicitamente.

NUmeros naturales y orden de
los ndmeros naturales.

En este ejemplo (figura 4.9), las etiquetas de los ejes son claramente deficientes, pues

el eje Y no presenta los numeros naturales ordenados y los que aparecen en el eje X no

corresponden a lo representado (estudiantes de la clase). Hay un conflicto semiotico pues

el estudiante confunde al menos a nivel verbal la mediana con unidad estadistica (nimero

del estudiante). En este ejemplo, asi como en el presentado en la figura 4.7 se muestra

como el uso del ordenador ha dificultado la construccion del grafico por parte del alumno.

En este ejemplo, parece que el alumno quiere representar los valores individuales de las

variables en un mismo grafico, pero que acepta las opciones que vienen por defecto en la

hoja Excel, asi, segun la categorizacion dada por Ben-Zvi y Friedlander (1997), este

grafico corresponderia a un Uso acritico, por parte del estudiante, del software para la

realizacion del grafico.
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C3. Produce gréficos separados para cada distribucién. EI alumno forma una tabla de
frecuencias de cada una de las dos variables y a partir de ella produce un gréafico o bien
representa directamente un grafico de cada uno de los valores diferentes de la variable
(para las dos variables) con sus frecuencias. Esto supone que el alumno pasa del conjunto
de datos a la variable aleatoria “numero de caras en 20 lanzamientos” y a su
correspondiente variable estadistica con su distribucién de frecuencias en la muestra de m
estudiantes. El usar dos graficos separados dificulta a veces la comparacion de las
variables, sobre todo en caso de no usar la misma escala de representacion en los dos

graficos o usar distintos tipos de gréaficos para cada una de las secuencias.

Figura 4.10. Analisis semidtico de un grafico correcto del tipo C3

- Gréficos de barras correctos Configuracion cognitiva

Conceptos y proposiciones
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il - Experimento aleatorio: lanzar 20
veces una moneda.

- Variables aleatorias: nimero de caras
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- Variables estadisticas: muestra de
tamafio m de los resultados del
nlimero de caras al lanzar 20 veces
una moneda equilibrada y nimero de

IR
i Wlem,

Lenguaje

- Grafico: rectangulos, lineas, marcas.

Verbal: titulo del grafico.

Numeérico: etiquetas de las escalas, que representan los
numeros naturales ordenados.

No hay rétulos en los ejes.

El titulo del gréfico es confuso, pues lo que se representa
es la distribucién de frecuencias del nimero de caras en la
secuencia simulada.

Procedimientos

Recuento de datos, calculo de frecuencias.

Representacion de los ejes: en el eje X representacion de
los valores de la variable (nimero de caras) y en el eje Y
representacion de las frecuencias asociadas a cada valor de
la variable.

Representacion de escalas en los ejes.

Representacion de frecuencias mediante barras.

caras en la secuencia inventada de
longitud 20 obtenidas por cada uno
de los m estudiantes de la clase.
Frecuencias de cada posible valor de
la variable.

Proporcionalidad (altura de la barra
con frecuencia).

NUmeros naturales y orden de los
naturales.

Paralelismo y perpendicularidad.
Distribucidn de la variable (conjunto
de valores con su frecuencia).

Moda (valor més frecuente).

Minimo, méximo y rango.

Entre los graficos correctos dentro de esta categoria hemos obtenido graficos de barras

horizontales y verticales y poligonos de frecuencias. En las figuras 4.10 y 4.11 se
muestran, respectivamente, un grafico correcto y otro incorrecto pertenecientes al nivel de
complejidad semidtico C3. En ambos casos los alumnos llegan a la distribucion de
frecuencias de las variables estadisticas, pasando de los datos a la variable y su
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distribucién.

En la figura 4.10 el estudiante ha sido capaz de agrupar los datos obtenidos en el
experimento realizado por la clase segun el valor de la variable, llegando asi al concepto de
variable estadistica, frecuencia asociada a cada uno de los posibles valores de ésta y a su
distribucion. En este caso el grafico utilizado es un grafico de barras, en el que cada barra
representa la frecuencia asociada a cada valor de la variable estadistica y en cuya
representacion el alumno utiliza la idea de proporcionalidad. Este grafico permite
visualizar facilmente la moda, el valor maximo y minimo de la variable y por tanto el
rango, por lo que si en el gréafico analogo para la secuencia real se utilizasen las mismas
escalas, seria posible extraer interpretaciones y conclusiones de la comparacion de dichos
resimenes estadisticos en ambos graficos. Tanto en el eje X como en el Y el alumno
representa los nimeros naturales ordenados, sin poner rétulos a los ejes. Ademas el titulo
del gréafico puede considerarse incompleto al no hacer referencia a la variable “N° de caras
en la secuencia simulada” cuya distribucion esta siendo representada.

Los alumnos también producen gréaficos incorrectos, como histogramas con intervalos
incorrectamente representados, graficos de barras con ejes intercambiados (confusion de la
variable dependiente e independiente en la distribucion de frecuencias), representacion de
las frecuencias adosadas a los valores de la variable (no se comprende el significado de la
frecuencia) y gréficos de sectores, que no permiten mostrar la variabilidad de los datos. En
el ejemplo de la figura 4.11 se observa un gréfico incorrecto dentro de esta categoria. Se
trata de un gréafico de barras en el que no se han respetado los convenios de construccion
de este tipo de graficos ya que, han sido intercambiadas las variables independiente
(nimero de caras) y dependiente (frecuencias absolutas asociadas al nimero de caras) de la
distribucion de frecuencias en los ejes.

Este conflicto ya fue detectado por Ruiz (2006) en un estudio de comprension de la
variable aleatoria y lleva consigo una mayor dificultad en la lectura e interpretacion del
gréfico. En el ejemplo mostrado no se perciben todos los valores diferentes de la variable,
pues si hay dos valores con la misma frecuencia, se representan sobre la misma barra.
Ademas, la moda en este caso es mas complicada de detectar visualmente. Esto conlleva
una mayor dificultad en la comparacion de los graficos de la secuencia simulada y la
secuencia real y por lo tanto en la interpretacion y extraccion de conclusiones para dar
respuesta a la pregunta planteada en el proyecto. A pesar de estos problemas el alumno es
capaz de agrupar los datos brutos y llegar al concepto de variable estadistica y frecuencias
y utilizar la idea de proporcionalidad en la construccion del gréafico.
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Figura 4.11. Analisis semidtico de un grafico incorrecto del tipo C3

Gréfico de barras con ejes cambiados

Configuracion cognitiva
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Lenguaje

Grafico: rectangulos, lineas, marcas.

Verbal: rétulos de los ejes y titulos de ambos gréficos.
Numeérico: Escalas en los ejes que representan los nimeros
naturales ordenados; incluye etiquetas de los valores.
Simbolico: utiliza el simbolo x; para referirse a los posibles
valores de la variable estadistica y fj para referirse a las
frecuencias absolutas de los distintos valores que toma la
variable.

El titulo del eje es incompleto, pues lo que se representa es
la distribucion del nimero de caras en ambas secuencias.

Procedimientos

Recuento de datos y calculo de frecuencias.

Representacion de los ejes: en el eje Y representa el nimero | -

de caras (valores de la variable estadistica) y en el eje X la
frecuencia asociada a cada valor de la variable.
Representaciéon de escalas en los ejes.

Representacién de valores de la variable mediante barras.
Utiliza la misma escala en ambos gréficos lo cual facilita la
comparacion.

No sigue el convenio en la representacién de las frecuencias

Conceptos y proposiciones

Experimento aleatorio: lanzar 20
monedas.

Variables aleatorias: numero de
caras al lanzar 20 wveces una
moneda equilibrada y nimero de
caras en la secuencia inventada de
longitud 20 por un estudiante
genérico.

Variables estadisticas: muestra de
tamafio m de los resultados del
numero de caras al lanzar 20 veces
una moneda equilibrada y nimero
de caras en la secuencia inventada
de longitud 20 obtenidas por cada
uno de los m estudiantes de la
clase.

Frecuencias de cada posible valor
de la variable.

Distribucién de frecuencias.
Paralelismo y perpendicularidad.
Proporcionalidad (altura de la
barra con valor de la variable).
Numeros naturales y orden de los
naturales.

Conflicto al confundir frecuencia y
valor de la variable.

Conflicto al confundir la variable
dependiente e independiente en la
distribucion de frecuencias.

C4. Produce un gréfico conjunto de las dos distribuciones. El alumno ha llegado a

formar las distribuciones de las dos variables y las representa conjuntamente en el mismo

grafico, lo cual facilitara su comparacion. El gréafico tiene también mayor complejidad al

representar conjuntamente dos variables estadisticas. Hemos encontrado las siguientes

variaciones de gréficos correctos: diagramas de barras adosados, representacion de algin

estadistico comparable en las dos distribuciones (por ejemplo las medias), graficos de

barras contrapuestos de estadisticos comparables en las dos muestras (por ejemplo, media,

mediana y moda), graficos de lineas superpuestos y graficos de puntos de las dos

distribuciones. Entre los graficos incorrectos, los alumnos representan algun estadistico
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(por ejemplo las medias) en variables no directamente comparables, o de varios

estadisticos no comparables en las dos variables (por ejemplo, media y rango) o diagrama

de sectores del total de caras en las dos distribuciones.

Figura 4.12. Analisis semidtico de un grafico correcto del tipo C4
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odr N N e N X Pe Jo I M e ac M

e —
C Swhrmoo o & Rewg o>
4491 %
w23 | x =
x 42| x> o
f
3 3 o3 pe [AA |2 m X XXX i
N
o Tao | xx * = x

I.K'l'h'llq

L .

Lenguaje

Gréfico: cruces, lineas.

Verbal: rétulos para cada una de las distribuciones,
incompletos ya que sélo dan informacion de la
secuencia de la que se trata y lo que representan son las
distribuciones del nimero de caras.

Numeérico: etiquetas para la escala del eje Y que son los
ndmeros naturales ordenados.

En el eje Y debemos interpretar que representa los
valores de las variables, ya que no tiene rétulo.

Procedimientos

Clasificacién de cada valor de la variable para colocar
un punto en el lugar del grafico que le corresponde (no
hay recuento explicito ni calculo explicito de
frecuencias)

Representacion del eje Y y su escala.

Representacién de los valores de las variables mediante

puntos.

Conceptos y proposiciones

Experimento aleatorio: lanzamiento de
una moneda equilibrada 20 veces.
Variables aleatorias: ndmero de caras
al lanzar 20 wveces una moneda
equilibrada y ndmero de caras en la
secuencia inventada de longitud 20 por
un estudiante genérico.

Variables estadisticas: muestra de
tamafio m de los resultados del nimero
de caras al lanzar 20 veces una moneda
equilibrada y numero de caras en la
secuencia inventada de longitud 20
obtenidas por cada uno de los m
estudiantes de la clase.

Frecuencias de cada posible valor de la
variable (implicito, dado por el nimero
de puntos)

Distribucidn de frecuencias.

Sucesos, espacio muestral.

NUmeros naturales y orden de los
ndmeros naturales.

Moda (valor més frecuente).

Valores médximo y minimo de las
variables y sus rangos.

Mediana.

Conflicto: cada punto representa el n°
de caras obtenido por un determinado
alumno, ya sea en la secuencia real o
simulada, pero en la secuencia
simulada aparecen mas puntos cosa que
no es posible.

En la figura 4.12 se muestra un ejemplo correcto de un grafico de esta categoria

realizado por un alumno: un grafico de puntos en el que se muestra la distribucion de las

dos variables en estudio. En este grafico al igual que ocurria con el mostrado en la figura

4.10 que correspondia a un gréafico correcto de la categoria C3, el alumno es capaz de

agrupar los datos iguales llegando asi al concepto de variable estadistica, frecuencias

asociadas a los valores de dichas variables y sus distribuciones de frecuencias. Este grafico

supone una mayor complejidad que el de nivel C3 pues maneja dos variables estadisticas

en el mismo grafico. También permite una mas fécil interpretacion de los contenidos
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estadisticos subyacentes en el, ya que posibilita visualizar la moda, los valores maximos y

minimos de las variables, los rangos e incluso permite, por un simple mecanismo de

conteo de puntos, calcular cual es la mediana en ambas distribuciones. Este grafico tiene la

ventaja de facilitar mucho la comparacion de ambas distribuciones. El alumno hace un

pequefio error en el grafico pues no ha colocado el mismo niimero de puntos en cada parte

del gréfico, mientras que el nimero de datos de las dos variables estadisticas es el mismo.

Pensamos que este es un error accidental por lo que consideramos el grafico correcto.

Figura 4. 13 Analisis semidtico de un grafico incorrecto del tipo C4

- Grafico de barras de las modas de tres pares de

variables

Configuracion cognitiva
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- Graéfico: rectangulos, lineas, marcas
- Verbal: titulo del grafico, aunque confuso, ya que se
representa la moda de los tres pares de variables

estudiadas en el proyecto.

- Numérico: etiquetas en ambos ejes que son los ndmeros
naturales ordenados.; valores de las modas encima de

cada barra

- Las etiquetas del eje X son confusas pues no indica que
cada nimero natural se corresponde con cada una de las

variables estadisticas.
Procedimientos

- Representacion de los ejes: En el eje Y se representa el
valor de la moda de cada una de las variables, en el eje X
cada nimero representa una de las 6 variables del

proyecto.

- Representacién de la moda de los tres pares de variable

mediante barras y mediante un valor numérico asociado a

cada barra.

Conceptos y proposiciones

- Experimento aleatorio: lanzamiento
de una moneda equilibrada 20 veces.

- Variables aleatorias: ndmero de
caras al lanzar 20 veces una moneda
equilibrada y ndmero de caras en la
secuencia inventada de longitud 20
por un estudiante genérico.

- Variables estadisticas: muestra de
tamafio m de los resultados del
nudmero de caras al lanzar 20 veces
una moneda equilibrada y ndmero
de caras en la secuencia inventada
de longitud 20 obtenidas por cada
uno de los m estudiantes de la clase.

- Variables aleatorias:

- Ndmero de rachas en 20
lanzamientos de  una
moneda (real o simulada).

- Longitud de la racha més
larga en 20 lanzamientos de
una moneda (real o
simulada).

- Variables estadisticas asociadas a las
anteriores variables aleatorias

- Moda.

- NoOmeros naturales y orden de los
numeros naturales.

- Al haber realizado el gréafico con
Excel, no estd claro que el
estudiante haya usado
explicitamente los conceptos de
paralelismo, perpendicularidad vy
proporcionalidad.

En la figura 4.13 se muestra un ejemplo de grafico elaborado por un alumno

perteneciente a la categoria C4, que es la de mayor complejidad semiética. Dicho gréafico

es incorrecto, ya que en él el alumno representd la moda de los tres pares de variables
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puestas en juego en el proyecto que elaboraron (nimero de caras, nimero de rachas y
longitud de la racha mas larga en ambas secuencias, real y simulada) y estas no son todas
comparables entre si. Pero, a pesar de ser incorrecto, el alumno en dicho ejemplo ha tenido
que pasar también de los datos brutos a las variables estadisticas del estudio y su
distribucién, y a calcular resimenes estadisticos, en este caso la moda. Otro error que se
puede observar es que no pone rétulos a ninguno de los ejes, el eje Y debido al titulo del
grafico se puede interpretar facilmente que representa la moda de determinadas variables
estadisticas, sin embargo en el eje X, se ha de suponer que cada uno de los nimeros
representa una de las variables estadisticas anteriormente citadas, ademas el orden en este
eje es artificial.

Entre cada uno de los niveles semidticos antes definidos, se evidencia un salto
cualitativo, a pesar de que del analisis de los resultados de los alumnos, se puede observar
una gran variedad de graficos y configuraciones de objetos diferenciados, e incluso

gréficos correctos e incorrectos.

4.4.2. CORRECCION DE LOS GRAFICOS.

Un segundo punto analizado es la correccion de los gréficos (Arteaga, Ortiz y
Batanero, 2008). Del total de 93 alumnos 88 (94,6%) producen algln tipo de gréafico para
analizar sus datos, incluso cuando las instrucciones de la tarea no los requerian. Este alto
porcentaje indica la necesidad sentida de los estudiantes de producir un gréfico y llegar,
mediante un proceso de transnumeracion, a un conocimiento no disponible en los datos

brutos.

Tabla 4.4. Distribucion de estudiantes, segin nivel de complejidad semidtica y correccion
de los graficos

) N . Correccion del Grafico )
Nivel de complejidad semioética Total en el nivel
Corr.  Parcial Inc.

C1. Representa solo sus datos 1 1 2
C2. Representa resultados individuales 10 1 4 15
C3. Graficos separados para cada muestra 15 17 14 46
C4. Graficos conjuntos 14 6 5 25

Total 40 24 24 88
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En la Tabla 4.4 se presenta la clasificacion de los alumnos seguin el nivel de los
gréficos que elaboran y la correccion de los mismos. En la figura 4.14 se representan estos
datos, primeramente mediante un grafico de barras adosado de frecuencias absolutas y
seguidamente, mediante un grafico apilado de barras en porcentajes dentro de cada
categoria.

Figura 4.14. Distribucion de estudiantes, segun nivel de complejidad semi6tica y
correccion de los graficos

En dicha tabla y graficos se observa que la mayoria de los estudiantes que representan
los datos graficamente (52,2%), producen graficos separados para cada variable (nivel C3),
generalmente correctos o parcialmente correctos. Consideramos que el gréafico es
parcialmente correcto si no teniendo errores esenciales, el alumno no usa la misma escala
en los dos gréaficos o bien no usa el mismo grafico en las dos muestras, dificultandose por

ello la comparacion. Otros casos considerados parcialmente correctos es cuando no centran
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el intervalo en los histogramas, no hay coincidencia de los valores representados con la
escala utilizada o no incluyen etiquetas. Catorce alumnos en este nivel producen gréficos
sin sentido al representar en el mismo gréfico los promedios del nimero de caras y de otras
variables utilizadas en la realizacion del proyecto, las cuales no han son objeto de estudio
en este trabajo (nimero de rachas y longitud de la racha mas larga) , representan los
productos de valores por frecuencia o bien intercambian frecuencias y valores de las
variables en los ejes, considerando las frecuencias como variable independiente y los
valores de la variable dependiente error ya detectado en Ruiz (2006) en relacion al
concepto de variable aleatoria.

El 28,4% trabajan al nivel C4, y producen un solo gréfico de las dos variables, aunque
seis de estos graficos son parcialmente correctos y cinco incorrectos por alguna de las
razones sefialadas anteriormente. Este nivel tiene un alto porcentaje de graficos correctos
(56%) y si tenemos en cuenta también los graficos parcialmente correctos se tiene que un
total del 80% de los gréficos pertenecientes a esta categoria, son al menos, parcialmente
correctos. Los alumnos que llegan a construir graficos del nivel C4, a pesar de ser el nivel
de mayor complejidad semidtica, consiguen, en su mayoria, realizar el grafico de manera
que sea al menos correcto parcialmente.

Son pocos los estudiantes que analizan sélo sus propios datos (nivel C1) y s6lo 17%
estudian los valores obtenidos por cada estudiante caso a caso sin llegar a formar la
distribucion, por lo que dicho concepto parece ser adquirido y utilizado por los estudiantes
para resolver la tarea propuesta. En este caso (nivel C2), la mayoria de los graficos
producidos son correctos, precisamente el mayor porcentaje de graficos construidos
correctamente se da en el nivel C2, siendo un 62,5% del total de los gréaficos de esta
categoria correctos. Al ser graficos muy simples, el alumno no produce errores en la
representacion de los datos; sin embargo, puesto que el alumno no ha llegado a la
distribucién de frecuencias de la variable, estos gréaficos no permiten resolver el problema

propuesto.

4.4.3. INTERPRETACION Y NIVELES DE LECTURA

Hemos también analizado la capacidad de lectura de los graficos producidos por parte
de los estudiantes, para ver si se alcanzan los niveles superiores de comprension de
graficos definidos por los autores que hemos citado en los antecedentes. En la Tabla 4.5 y
Figura 4.15 hemos clasificado los estudiantes, segun nivel del grafico e interpretacion que

hacen del mismo.
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Tabla 4.5 Distribucién de estudiantes, segun nivel de complejidad semidtica e
interpretacion de los gréficos

) o ) Interpretacion del gréfico )
Categorias de grafico construido Total en el nivel
Corr. Parcial Blanco o Inc.
C1. Representa solo sus datos 1 1 2
C2. Representa resultados individuales 4 10 1 15
C3. Graficos separados para cada muestra| 15 15 16 46
C4. Graficos conjuntos 9 11 5 25
Total 29 37 22 88

Figura 4.15. Clasificacion de estudiantes, segun nivel de complejidad semiética e
Interpretacion de los graficos
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Correcta

100%
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80%
70%
60%
50% M En blanco oincorrecta
40% M Parcialmente correcta

Porcentaje en cada nivel

Cci Cc2 C3 ca

Niveles de complejidad semidética

Interpretaciones incorrectas o no interpretacion
Elaborados los graficos, algunos estudiantes se limitan a presentarlos y no los
comentan. En otros casos se hace una interpretacion incorrecta, por ejemplo el alumno que

elabora la gréfica 4.11, hace la siguiente interpretacion:
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“En la secuencia real las frecuencias son mas consecutivas, no se repite la misma cara tantas veces y se

repiten menos veces y distintos ndmeros, por ello las barras estdn mas juntas” (Alumno CB).

La confusion entre valores de la variable y frecuencia, hace que compare las
frecuencias (valores representados en el eje X). Puesto que en las secuencias reales hay
mas valores diferentes de la variable, las frecuencias de cada valor son menores y también
hay més frecuencias diferentes. Al representar los valores que aparecen en secuencia real
(como el 13) pero no en la simulada con frecuencia nula para las simuladas y también
haber obtenido una frecuencia de 20 alumnos con 10 caras, los valores de las frecuencias
en este grafico son mas diferentes que en la secuencia real. Es lo que quiere expresar al
decir que en un grafico “las frecuencias son mas consecutivas”. La interpretacion tiene
varios errores, ademas de los sefialados, pues confunde “consecutivo” con “distante” o
“separado”. Por otro lado, para que las variables fueran diferentes debieran ser diferentes
sus valores, 0 al menos las frecuencias para el mismo valor, no las frecuencias aisladas.

Otro ejemplo de interpretacion erronea es el siguiente, pues las medias en ambas
distribuciones (y en el grafico concreto que produce el estudiante) son cercanas al valor 10
y no cercanas a cero como argumenta el estudiante. Vemos que también el estudiante esta
atribuyendo la idea de representatividad a la desviacion tipica, cuando esta es una
propiedad de las medidas de posicion central y no de las de dispersion.

“Analizando la variable “nimero de caras” el rango de la secuencia simulada permite apreciar mas la
uniformidad de la media que en la secuencia real donde el rango es 9; a pesar de esto en ambas
desviaciones tipicas se ve una gran representatividad ya que ambos valores de las medias estin muy

préximos a cero” (Alumno ER).

En este otro ejemplo, el alumno hace una lectura incorrecta del minimo (que es 9) en la

grafica producida:

“En la experiencia de la secuencia simulada, el nimero de caras que cada uno de la clase pensdbamos

estaban a partir de 8 caras” (Alumno TF)

Destacamos, en primer lugar que una cuarta parte de los estudiantes se limita a
producir el gréfico sin llegar a interpretarlo o bien da una interpretacion errdnea, pues,

aungue leen elementos aislados del grafico, no llegan a la extraccién de tendencias o
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andlisis de la estructura (Bertin, 1967) en su nivel de lectura de graficos. Estos errores o
esta falta de interpretacion se produce sobre todo en los gréficos de nivel C3 y C4, pues la
menor complejidad semidtica de los graficos de nivel C1 y C2 hace que estos sean mas
sencillos de interpretar para los estudiantes.

Interpretaciones parcialmente correctas

Un 42% de los estudiantes hacen una interpretacién parcial de los graficos, analizando
tan s6lo los promedios sin tener en cuenta la variabilidad o bien al contrario, comparando
sOlo los rangos de variacion. Estos alumnos, segun la clasificacion de niveles de lectura de
los gréficos dada por Bertin (1976), ya habrian superado el nivel inicial de “extraccion de
datos” encontrandose en el nivel inmediatamente superior de “extraccion de tendencias”,
siendo capaces de percibir caracteristicas de la distribucién a partir de la lectura de los
graficos, como puede ser la mayor variabilidad de la secuencia real o detectar visualmente
el valor mas frecuente o moda.

En el siguiente ejemplo la interpretacion es parcialmente correcta porque la alumna
compara solo la dispersion y efectivamente hay mas variabilidad en las secuencias reales.
La alumna habia hecho un gréfico de nivel C2, representando los datos alumno a alumno
sin formar la distribucion. Pero como usa un gréfico de lineas este permite ver la mayor
variabilidad en una de las dos series, porque en este caso las oscilaciones del grafico son

mas amplias. Lo consideramos parcialmente correcto porque no compara los promedios.

“En cuanto al nimero de caras reales que ha obtenido el grupo es mucho més variable son mas
homogéneos que en la simulacion. Para poder realizar esta afirmacion hemos usado el rango” (Alumno
J.

Un argumento muy similar lo da el alumno LC, aunque es mas preciso que el anterior
al indicar la proporcion de las diferencias en dispersion (seis veces mas) y hacer referencia

a la varianza y desviacion tipica que también calcul6 para sus datos.

“En primer lugar comparé los datos del nimero de caras en las dos secuencias donde destacaré las
diferencias que se aprecian principalmente entre el rango, la varianza y consecuentemente la desviacion

tipica de hasta seis veces més en la secuencia simulada respecto a la real” (Alumno LC).

El alumno AG por el contrario usa un vocabulario mas impreciso; sin embargo se ven

puntos de interpretacion correcta del grafico (en el diagrama de lineas al ascender la linea
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aumenta la frecuencia; deteccion de la moda). En este caso se comparan las modas y

porcentajes de valores pero no la dispersion.

“El sistema de representacion de datos utilizado es el diagrama de lineas ya que se pueden ver las
diferencias entre la secuencia simulada y la real; si la linea asciende, la frecuencia aumenta,.. El punto
més alto del diagrama corresponde al valor de la variable que tiene mayor frecuencia, como ocurre”
(pone un ejemplo) (Alumno AG).

La mayor proporcion absoluta de los que hacen esta interpretacion parcial se encuentra
entre los estudiantes que producen un grafico de nivel C3 igualando en este nivel al
namero de interpretaciones correctas. En proporcion relativa, dentro de cada nivel, los que
producen mayor numero de interpretaciones parcialmente correctas son los de nivel C2 y
que, como hemos indicado no llegan a trabajar con la distribucién de la variable
estadistica. La explicacién es que la comprension de la idea de distribucién entrafia
conjugar a la vez las ideas de promedio y dispersion, que los estudiantes en este nivel no
han sabido todavia relacionar. Por ello en la interpretacion de la gréfica, bien no interpretan
los promedios, bien no interpretan la dispersion.

Hay también una alta proporcion de interpretaciones parcialmente correctas dentro de
los que llegan a producir gréaficos de nivel de complejidad C4; en algunos casos los
graficos son producidos con la ayuda de Excel, por lo que el alumno aunque llega al mayor
nivel a la hora de representar los datos, no comprende bien el grafico producido y no llega

a interpretarlo en forma completa.

Interpretaciones correctas

Una tercera parte de los estudiantes conjuga estas dos ideas detectando las tendencias y
analizando la estructura de los datos, llegando al nivel de “andlisis de la estructura”
definido por Bertin (1976), que coincide con el nivel de lectura de los graficos “leer mas
alla de los datos” dado por Curcio (1989), aumentando la proporcién de los que lo hacen
en los dos niveles superiores.

En el siguiente caso, aunque no muy bien expresado, el alumno compara tanto la moda
(tendencia central) como la dispersion (rango) dando una interpretacion correcta de cada

una de estas medidas.

“El rango de la secuencia simulada ha sido 3 y de la secuencia real 8, por tanto podriamos deducir la

mayor variedad de que salga cara en la secuencia real. La moda es de 10 en la secuencia simulada y 9 en
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la secuencia real, es decir, en ambos casos se han repetido casi el mismo nimero de caras seguidas”
(Alumno NG).

Otro ejemplo (Alumno MC) hace referencia a los valores centrales y la distribucion de
los datos (dispersion) alrededor de los mismos:

“Al comparar los graficos podemos observar que el nimero de caras de la simulacion real esta mucho
mas repartido que en la simulacion, cuyos datos estan més centrados en los nimeros 10 y 11 al igual que
en la real” (Alumno MC).

Esta misma idea se expresa en forma diferente por otros estudiantes. En el ejemplo,
aungue el alumno es impreciso en el lenguaje (intervalo en lugar de valor; frecuencia, en
lugar de secuencia, etc.) hace referencia a la variabilidad (fluctuacién), rango de variacion

(8-15); moda (10 es la secuencia con mayor nimero de veces):

“Para comentar las diferencias, el gréafico aporta més posibilidades pues visualmente podemos percibir las
diferencias. Centrandome en el gréafico, observamos que los valores de la frecuencia simulada e
concentran en torno a unos mismos intervalos, 10 y 11 mientras que en la frecuencia real los valores estan
més disgregados aunque también vemos que se concentran en los niveles 8-15 fluctuando al alza y a la
baja. De esta forma en la frecuencia real comprobamos que 10 es la secuencia con mayor nimero de
veces, saliendo cara, tanto en la simulada (20) como en la real (14) (sigue comparando las frecuencias de
los diferentes valores)... de esta forma percibimos que la horquilla de la secuencia real es mucho méas

amplia que la simulada “ (Alumno FL).

En el siguiente caso hay mejor uso del lenguaje matematico haciéndose referencia

explicita al rango e implicita a la moda.

“Comparando ambas secuencias observo que se asimilan mucho en el nimero de caras en el que todo es
igual (se refiere a las modas) a excepcion del rango que en uno es de 9-12 y en otro de 6-15 “ (Alumno
PF).

Sin tener en cuenta el nivel C1, en el que solamente se encuentran dos alumnos, y uno
de ellos interpretd su gréfico correctamente, con lo que el porcentaje de interpretaciones
correctas de los graficos en esta categoria es del 50%, el nivel en el cual hay mayor
porcentaje de interpretaciones correctas es en el nivel C4. Una vez que el alumno es capaz
de construir correctamente un grafico de este nivel de complejidad, este tipo de gréaficos
facilita la comparacion de tendencias en ambas distribuciones, e incluso las posibles
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diferencias existentes en promedios y en dispersion de estas. Dicho de otro modo el mayor
nivel alcanzado en la construccion de graficos parece implicar mayor nivel en la lectura de

los mismos.

4.4.4, CONCLUSIONES DE LOS ESTUDIANTES

Finalmente, analizamos las conclusiones que los estudiantes obtuvieron respecto a la
pregunta planteada, esto es, respecto a las intuiciones del grupo clase sobre el experimento
aleatorio que llevaron a cabo. Hacemos notar que esta es la pregunta que origina el
proyecto de analisis de datos, la organizacion en clase del experimento y la recogida y
analisis de los datos. En la clase se ha montado una pequefia investigacion para tratar de
responder una pregunta. La fase final es proporcionar respuesta a dicha pregunta.

En la tabla 4.6 y figura 4. 16. presentamos las conclusiones obtenidas en relacién con
las intuiciones de la clase respecto a los fendbmenos aleatorios. Desafortunadamente, una
parte de los estudiantes se limita a presentar los graficos y calculos estadistico y no finaliza
el proyecto, es decir, no responde a la pregunta de investigacion planteada.

En otros casos las conclusiones son erréneas, bien por no haber entendido el propdsito
del proyecto o bien porque el estudiante muestra una concepcién erronea de los
experimentos aleatorios que interviene en su conclusion. Observamos que la obtencién de
la conclusion es la tarea dificil para todos los estudiantes, siendo sélo una tercera parte los
que obtienen una, al menos parcial y creciendo esta proporcion, con el nivel de

complejidad semidtica del gréfico.

Tabla 4.6 Distribucion de estudiantes, segun nivel de complejidad semi6tica y conclusion
final obtenida

Categorias de gréafico construido Conclusion Total en el nivel
Corr. Parcial Blanco o Inc.
C1. Representa sélo sus datos 2 2
C2. Representa resultados individuales 3 12 15
C3. Graficos separados para cada muestra| 1 12 33 46
C4. Graficos conjuntos 1 7 17 25
Total| 2 22 64 88
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Figura 4.16. Clasificacion de estudiantes, segun nivel de complejidad semidtica y
conclusion final obtenida
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C1 Cc2 c3 C4

Niveles de complejidad semiética

Conclusiones errdneas

Asi, algunos alumnos no perciben la impredecibilidad de los experimentos aleatorios,
identificando “buena intuicion” con capacidad de obtener exactamente los mismos
resultados en el experimento real y simulado, es decir mostrando la ilusion de control

descrita por Langer (1975), como se observa en los siguientes ejemplos:

“Las conclusiones obtenidas después de realizar el experimento aleatorio de lanzar una moneda podemos
comprobar el nimero de veces que la prevision coincide con la real para comprobar las diferencias entre

las dos situaciones” (Alumno AA).

“Las conclusiones a las que llego después de haber hecho el estudio acerca de las intuiciones de los

estudiantes de la clase sobre el experimento de lanzar una moneda son: mis comparieros han tenido una
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buena intuicién a la hora de realizar la secuencia simulada, llegando a obtener resultados idénticos entre

las dos secuencias, como me ocurrié a mi” (Alumno GC).

“No se parecen mucho ya que en las simuladas lo que se hacia es inventarse los datos y no sabes como
pueden salir los datos en la realidad. Cada tirada tienes un 50% de posibilidades para acertar” (Alumno
AG).

Otra concepcidn erronea sobre los fendmenos aleatorios la muestra el alumno EL quien
no entiende el propdsito de la estadistica pues no comprende que, aunque el fenébmeno
aleatorio no sea predecible para el caso particular, la estadistica permite detectar las
tendencias y medir la variabilidad de los resultados en un conjunto de experimentos. De
este modo, las similitudes en los resultados de las dos distribuciones las atribuye al azar y

no a una buena intuicion del conjunto de la clase.

“En mi opinion creo que los resultados han sido obtenidos por el azar. Comparando los datos me he dado
cuenta que son muchos los compafieros que coinciden pero ain asi sigo pensando que es mera
casualidad, porque en la simulada hemos puesto lo que hemos querido puesto que nadie sabia lo que iba a
salir” (Alumno EL).

Todas las conclusiones obtenidas a nivel C1 de complejidad son incorrectas asi como
la mayoria de las producidas a nivel C2; estos tipos de graficos no contribuyen a finalizar
la resolucion del problema. La proporcion de conclusiones incorrectas disminuye en los

niveles superiores aunque ain es muy alta en todos los niveles.

Conclusiones parcialmente correctas

Veintidds estudiantes llegan a una conclusion parcial indicando que las intuiciones son
buenas pues el promedio del nimero de caras se aproxima al valor esperado 10, sin tener
en cuenta los resultados obtenidos al comparar las medidas de dispersién. Vemos a
continuacién algunos ejemplos; en todos los casos se hace referencia a los promedios, a
pesar que al interpretar las gréaficas algunos estudiantes habian comparado las medidas de
dispersion. Sin embargo estos estudiantes no asocian la diferencia de dispersion en las
distribuciones real y simulada con una pobre intuicion sobre la variabilidad aleatoria en los

estudiantes.

“Podemos concluir diciendo que las intuiciones de los estudiantes de la clase sobre el experimento

aleatorio son muy acertadas y aproximadas a la realidad, aunque en las secuencias el nimero de caras es
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mas exacto que el tamafio de las rachas” (Alumno JC).

“En general si hay una buena intuicion ya que las medias son valores muy préximos, es decir han salido

casi los mismos valores y a golpe de vista se puede comprobar” (Alumno TG).

“Las intuiciones de la clase haciendo la media es bastante buena. Al calcular la moda, es decir el nimero

que mas se repite en el caso de la variable “nimero de caras” es el mismo” (Alumno CG).

Conclusiones correctas

S6lo dos estudiantes concluyen sobre la diferencia en dispersion en las dos
distribuciones, es decir, que el grupo tiene buena intuicion respecto al promedio de nimero
de caras, aunque, al ser las secuencias reales méas variables que las simuladas, las
intuiciones sobre la variabilidad de los fendmenos aleatorios es pobre en los estudiantes. A

continuacién reproducimos la respuesta de uno de ellos.

“En cuanto al nimero de caras las intuiciones del aula fueron aproximadas a la realidad, pero no del todo,

ya que la desviacion tipica nos indica que los datos se distancian”. Anteriormente la alumna dice: “La
media entre la simulada y la real se asemeja,.... la mediana y la moda dan los mismos datos” (Alumna
CG)

Resaltamos el hecho de que en los dos casos, el grafico producido por el estudiante es
de nivel C4. Este tipo de grafico ha permitido la solucion completa al problema que no se

produce en los niveles anteriores.

4.5.CONCLUSIONES DEL ESTUDIO EMPIRICO

Como conclusiones del analisis de los graficos producidos por los estudiantes
destacamos, en primer lugar, el interés de llevar a cabo un estudio semiotico de los mismos
puesto que ello nos permite mostrar que diferentes representaciones graficas del mismo
conjunto de datos no son equivalentes en cuanto a la configuracion de objetos matematicos
que el alumno pone en juego en su construccion.

La jerarquia iniciada de niveles de complejidad semitica parece pertinente, pues
aungue el namero de estudiantes participantes es moderado y tan s6lo analizamos un
proyecto de analisis de datos, los resultados parecen indicar que un nivel superior en la
jerarquia incide en el nivel de lectura y comprensién del gréafico producido asi como en la

obtencion de conclusiones correctas al menos parcialmente.
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Una segunda conclusion del estudio que es independiente del interés de relacionar la
complejidad del grafico con su interpretacién y conclusién es el hecho preocupante que un
nimero tan pequefio de estudiantes llegue a una conclusién completa en el proyecto
planteado. En dicho proyecto se pretende que los estudiantes recorran todos los pasos del
método estadistico, desde el planteamiento del problema, la definicién de las preguntas,
recogida y analisis de datos y obtencion de conclusiones.

También se pone en préactica el proceso de modelizacién, pues, segun Henry (1997)
“un modelo es una interpretacion abstracta, simplificada e idealizada de un objeto del
mundo real, de un sistema de relaciones o de un proceso evolutivo que surge de una
descripcion de la realidad" (pg. 78). En nuestro proyecto la realidad se ha simplificado y
abstraido pasando de la idea general de intuicién al experimento concreto y la definicidn
de variables aleatorias (nUmero de caras en las secuencias real y simuladas). Ademas de
trabajar con las variable aleatorias y estadisticas correspondientes, los estudiantes han de
interpretar los resultados del trabajo matematico realizado con el modelo (distribuciones de
datos obtenidas) en el contexto del problema (traducir estos resultados a lo que indican
respecto de las intuiciones de los estudiantes).

Es precisamente este Gltimo paso (puesta en relacion del resultado con la pregunta
planteada) el que ha causado mas dificultad, por la falta de familiaridad de los futuros
profesores con proyectos estadisticos y actividades de modelizacion. Puesto que estas
actividades se recomiendan hoy en la ensefianza de la estadistica en educacion primaria
nos parece necesario que los futuros profesores comprendan y puedan llevar a cabo todos
los pasos de dicho proceso en actividades similares a la analizada. Ademas, el trabajo con
proyectos abiertos puede ser especialmente adecuado en el trabajo individual y en grupos
recomendados en el marco del Espacio Europeo de Educacién Superior, y por ello
pensamos que debieran emplearse en la formacion de profesores.

Nuestra investigacion también indica que la construccién e interpretacion de graficos
(incluso elementales) es una habilidad altamente compleja, y confirma las dificultades
descritas por Bruno y Espinel (2005) y Espinel (2007) en futuros profesores, a pesar de que
han de transmitir el lenguaje grafico a sus alumnos y utilizarlo como herramienta en su
vida profesional.

En nuestros alumnos se confirman algunos errores frecuentes en la construccion de
graficos citados por dichas autoras, ya que pocos estudiantes incluyen un rétulo correcto y
significativo en el grafico y algunos no centran los intervalos de frecuencias en los

histogramas. Hemos encontrado errores no descritos por Bruno y Espinel como representar
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el producto de los valores de la variable por su frecuencia y cambiar la variable
dependiente e independiente, representando las frecuencias en el eje de las X, error ya
sefialado en el trabajo de Ruiz (2006).
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5. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos planteado a los estudiantes de Magisterio una actividad abierta,
que nos ha permitido iniciarnos en la investigacion, realizando un primer estado de la
cuestion, identificando un problema sencillo de investigacion, recogiendo y analizando los
datos y obteniendo unas primeras conclusiones. Como hemos indicado, este trabajo se
incluye en Ila linea de investigacion sobre Didactica de la Estadistica en la que se trabaja
en el Departamento de Didactica de la Matemaética, concretandonos en la evaluacion del
conocimiento de los futuros profesores de educacion primaria respecto a los gréaficos
estadisticos.

En lo que sigue expondremos las conclusiones obtenidas con respecto a los objetivos y
las hipotesis y finalizaremos con limitaciones encontradas en nuestro estudio y futuras

lineas de investigacion.

5.1. CONCLUSIONES SOBRE LOS OBJETIVOS
A continuacion vamos a exponer las conclusiones a las que hemos llegado con

respecto a los objetivos que se expusieron en el apartado 2.3 de este trabajo:

Objetivo 1. Iniciar un estado de la cuestion de las investigaciones sobre
comprension de graficas estadisticas, especialmente las que se relacionan con la
formacion de profesores.

Este objetivo se ha conseguido parcialmente, ya que la breve sintesis de las
investigaciones que hemos localizado y resumido en el capitulo 3 lo que constituye es
un primer paso para un futuro estado de la cuestion mas completo sobre la comprension
de gréaficos estadisticos. Ademas, como ya nos propusimos al inicio de esta
investigacion, deberemos analizar con mas detalle las investigaciones relacionadas con
la comprension grafica y la formacion de profesores, en particular las que se han
presentado sobre este tema en la reciente conferencia del Joint ICMI/IASE Study
(http://mww.ugr.es/~icmi/iase_study/) ya que en la primera revision de la literatura no

hemos encontrado demasiados trabajos que traten esta problematica.

Objetivo 2. Identificar un problema de investigacion de interés dentro de la
formacion de profesores y en el campo de la estadistica.
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En nuestro trabajo nos hemos interesado por la construccién de los graficos
estadisticos por parte de futuros profesores de Educacion primaria. Pensamos que la
linea de investigacion iniciada tiene interés, tanto desde el punto de vista de la educacion
estadistica, como en el campo de formacién de profesores. En Educacién estadistica,
porque se aborda el tema de los niveles en la comprension grafica desde un nuevo punto de
vista: centrandonos en la construccion, en lugar de en la lectura y utilizando ideas del
Enfoque Ontosemidtico para llevar a cabo la definicion de niveles de complejidad del
gréfico.

Respecto a la formacién de profesores, como hemos dicho, en la revisién inicial son
muy pocas las investigaciones encontradas sobre comprension o construccion de
graficos estadisticos por futuros profesores. Por ello, nuestro trabajo puede proporcionar
informacion atil al formador de profesores sobre las dificultades de los futuros
profesores con la construccion de graficos y el trabajo con proyectos.

Obijetivo 3. Explorar algin instrumento de obtencion de datos de futuros profesores
sobre su capacidad de construccion de gréaficos.

Son muchos los posibles intrumentos para recoger datos sobre esta capacidad, por
ejemplo, cuestionarios o entrevistas. Entre los posibles instrumentos de obtencion de datos
elegimos un proyecto abierto de anélisis de datos realizado por futuros profesores de
Educacién primaria de la Universidad de Granada. Este mismo instrumento ha sido
también usado en otras investigaciones realizadas en el grupo de investigacién (como las
de Tauber, 2001 y Alvarado, 2007). Esta eleccion esta justificada ampliamente en el
capitulo 2, en el apartado 2.6., donde hemos analizado como el trabajo con proyectos es
deseable para la formacion estadistica de los futuros profesores y el trabajo con actividades
de este tipo se incluye en la Educacion Primaria en los Decretos de Ensefianzas Minimas.
Mediante el trabajo con proyectos, no s6lo obtenemos los datos para la investigacion sino
contribuimos a preparar al futuro profesor para abordar la ensefianza de la estadistica con

esta metodologia.
Obijetivo 4. Recoger algunos graficos elaborados por futuros profesores con dicho

instrumento y clasificarlos para definir una jerarquia inicial de niveles de complejidad

en la construccion de dichos gréficos.
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Este era el objetivo principal de nuestra investigacion y creemos haberlo llevado a
cabo. En el capitulo 4 se han analizado los graficos realizados por los futuros profesores
en el proyecto de analisis de datos “Comprueba tus intuiciones sobre el azar” y se han
definido unos niveles de complejidad semiética, que nos han permitido clasificar los
graficos elaborados por la muestra de futuros profesores de nuestro estudio. En este
sentido aportamos un resultado original, ya que no hemos encontrado en nuestra
revision bibliogréafica ninguna categorizacion basada en la construccién de los gréficos

por parte de los alumnos.

5.2. CONCLUSIONES SOBRE LAS HIPOTESIS
En el capitulo 2 se definieron dos hipétesis de investigacion y a continuacién pasamos
a comentar las conclusiones obtenidas respecto a dichas hipotesis:

Hipdtesis 1. Los futuros profesores de nuestra muestra, al construir los graficos
estadisticos para llevar a cabo la tarea propuesta, cometen muchos de los errores ya
detectados en investigaciones sobre dificultades y errores en la construccion de los
graficos estadisticos.

Después de realizar el analisis de los graficos de los alumnos de nuestra muestra
Ilegamos a la conclusién de que esta hipdtesis se ha cumplido totalmente. La mayoria de
los errores de los cuales nos alertan las investigaciones previas aparecen reflejados en
los graficos construidos por los futuros profesores participantes en nuestro estudio. Asi
hemos encontrado que los alumnos no centran los intervalos al construir histogramas;
no unen con el eje X los poligonos de frecuencias, olvidan los rétulos o hacen rétulos
confusos (Lee y Meletiou, 2003; Bruno y Espinel; 2005; Espinel, 2007;), confunden la
variable dependiente e independiente en la distribucion de frecuencias (Ruiz, 2006) y
hacen un uso acritido del software cuando lo utilizan para construir sus graficos (Ben-
Zviy Friedlander, 1997).

Ademés en nuestro andlisis hemos encontrado errores no descritos en las
investigaciones previas como representar el producto de los valores de la variable por su

frecuencia o representar sélo sus datos individuales.

Hipdtesis 2. Los dos niveles superiores de complejidad semidtica definidos en
nuestra investigacion no son alcanzados por la mayoria de los estudiantes de la

muestra de nuestro estudio.
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Esta hipotesis, al realizar el estudio empirico, vemos que no se verifica, como ya se
mostrd en el capitulo 4 de este trabajo, puesto que el 80,6% del total de los alumnos que
realizan graficos lo hacen dentro de una de las dos categorias superiores (niveles C3 y
C4). Es decir, la mayoria de los estudiantes de nuestra muestra llegan al concepto de
distribucién de una variable estadistica, que segun Wild y Pfannkuch (1999) es parte
esencial del razonamiento estadistico. Esto nos muestra que la mayoria de los futuros
profesores llegan a construir un grafico de complejidad suficiente para poder resolver
con éxito el problema que se les planteaba en el proyecto “Comprueba tus intuiciones
sobre el azar”.

Los problemas se presentan porque, aunque el grafico sea suficientemente complejo,
bien es inadecuado (por ejemplo se representa en el mismo gréafico variables no
relacionadas, como el namero de caras y el nimero de rachas) o bien los alumnos se
limitan a construir el grafico pero no lo interpretan o lo interpretan incorrectamente.
Hay también dificultades a la hora de relacionar la interpretacion matematica del grafico
con la pregunta planteada sobre las intuiciones.

53. LIMITACIONES DEL ESTUDIO Y FUTURAS LINEAS DE
INVESTIGACION

El proyecto del cual hemos obtenido los datos para nuestro estudio formaba parte de
una practica mas amplia cuyos objetivos principales eran adquirir competencias de
analisis didactico de experiencias de ensefianza y también competencias de busqueda de
recursos didacticos. En este trabajo s6lo nos hemos centrado en analizar los graficos
estadisticos construidos como parte de la actividad desde distintos puntos de vista.
Ademas, en este proyecto los alumnos trabajaron y analizaron tres pares de variables
estadisticas, nosotros en este caso nos hemos centrado en el estudio de dos de ellas, el
trabajo seria mas completo si proximamente estudiamos el analisis que realizan los
estudiantes de todas las variables puestas en juego en el proyecto.

Otra limitacion de nuestro trabajo es el tamafio de la muestra que podria ser
ampliado en un futuro. Ademas en esta investigacion analizamos solo los resultados de
los alumnos en una Unica tarea. En un futuro podrian incluirse distintas tareas, por
ejemplo alguna en la que los alumnos debieran interpretar criticamente graficos
estadisticos dados por el profesor, en la linea de las investigaciones de Aoyama (2007) y
Monteiro y Ainley (2007). En nuestro trabajo hemos estudiado las interpretaciones de
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los alumnos pero de graficos construidos por ellos mismos, en este sentido una
conjetura que hemos formado a partir de los resultados es que cuanto menor sea el nivel
de complejidad del grafico mas facil le resulta al alumno interpretarlo, que podriamos
tratar de confirmar.

En un futuro se podria ampliar este estudio analizando el conocimiento didactico de
los profesores para ensefiar estadistica y en particular los graficos estadisticos. Este
conocimiento lo podriamos evaluar a partir de las unidades didacticas producidas por
ellos para ensefiar graficos estadisticos, de su evaluacion y clasificacion de tareas
relacionadas con los graficos (en la linea del trabajo de Gonzélez y Pinto, 2008) o de la
evaluacion que hacen de graficos producidos por estudiantes (siguiendo a Espinel,
2007).
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